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Abstract.
���������
	�����������������������������	�������	 �"!��#���%$�&'(�#�����)�����*�)�+������,-��(����.���,-�������
���

considerations
��	/�0�"��,-�����(�1����2'�����43������
,%���)��!"5��	76����)	8����,9�"!"!"�
.���� �����#����&:�
��2',-���������;�#�

relativity, < 6������)6�,=,-�"!��������#!">����2�?����(���#!�.��@?����A(�#!" BDCE���@���"(�#!���� ��6�,%�����F��5�������F�
n

��.�.
the

(���G����	(��!"�����H!��" �"-���JIK����!��L�)���M	8�"!��#���N$L���NO ��!"!�6�� ����L	�6���2��
,%�����#��.P?����Q(��!"R&
whether

!�.��"R(��!"�
.�& < 6������)6�,9���S� ��.��
�������#(���#!"&������; ��,%�F?����A(�#!"��.7��?����8�
�������T�#U���
3������V?�.#�"!"�"B

1 Geometry and kinematics 

We
?��8�����
��.��W	���� (�X!���,%�Y�"!
�8�� U�)���Z	8��!������4$;���T�����F	8���

mula
	 ���S�)���Z���(�������G.��"[

���8���Y\ length
��	S�U�" �;]T?U���(?�����2��^!�6�.#���S�_���^�����

2
B

This
�#`���a����!����
���b	 ����,�6�.#�"&MIW��.).

-known
�#�dcV���e?����#����&gfh�����e.������#���a�
��2=iX�������" �

mathematicians.j �9�)���k!"�" �`��	l�m�(�������
-angled

���(�������G.��"&��)�M�#n!�.�������.)�o!�� �"���#�"2p���
bissecting

�V� �"!����
����.��h��.��������q2������0������.�B j 	;IW�/����Ir����3��5�����#;�"E�8��?�� �" �����)�������q(�)�8���#�����
-

line
���8��?0��&s��	8&s ���Q&t����.#��!����)�����0��������U�)��,%��&u6���2����;�/6�����	 ����,=�"!"!���.���� �����#����&u�����h���8���/6���2����

the
�G�8��?��v���"!"��,%��������p2���(�#����!"�w���8�
����.�.#�"2�ByxF���m���o����zG�"!
�H�)��!��8���"(�����l���#N���
.���!��)���

uniformly
	�� ��,|{>���1�;����.)6��

v
���1���),%�;�����#�������
.

t,
�����T�
�8�"�;6���2��
�4�����T��� ��?���&_���@2����������!"�

travelled,
6�(�)���W�)���/���(�������G.��/	 ����,�6�.��"&u����!"��,%�"

vt } $�Buf5��!"��,�?������# ����&u�)	Z�)���q����zG��!��U����2
travelled

���~(�#�"�"2���(?��"�"2
v
����� ��6�������6��������/�)��,-�/�����#�������
.

t,
�����W2����������!"�K��� ������.).��"2�Ih��6�.#2

be
�����g��� �"�g��	W�)����� �"!��#������.��T6���2����@�����T�������#����������.h(�)�8���#�����5.��)����� ��?��8�� �������)���*����"�"2��

v,
that

��R&
vt. j ����	�	 �"!���&X�����P	 �"!������g$�2�����������G6���(���">����� �P������IW�"����(�#�"�"2��w!"����2��)���#����g�
��2

steadilychanging
!"����2����)������ B

It
Ih������v�����#�,%�"�
������������)����	8�"!
�����r	(���8��w�������
�8�"2`�

nto
?����Q(��!�b	�� ��, ?�6��8�

mathematics,
���#���������w���(������,%�"���v(?��"��2w�)���"���8��,-&��
����.����"2r�)��	 ��6����#�"�������

-century
Oxford.

CE����Z� �"(6�.)��&sIK����!���6�.)����,-�����
.��y?��8�����"2q�#�q���V�����V	 ��6���2����)�����P�)���"���8��,=��	F,%��2����(�
dynamics,

�����Ih�"2������
�n�����v�#������.�2��#(���
��!"�v,%�����"2o�����v����2���2�6��(�����=6�����	 ����,
acceleration

Ih��W������ ��,-���"@�������q!"������� �"2�2�6����)���g�)���� �
,%�y�)��,-�y�����#�������
./�����T����2��
travelling

6����)	8����,�.��r���Y�����%�?��"�"2-,%�"��(6��8�"2N���;������,��#2�2�.����)��(���
���T��	q�)���-�"!"!���.���� ������2
motion. j ��,-���8�K,%��2����(���#����,- &e�)���5�#������.Z2����������!"�K��� ������.).��"2@6���2����E6�����	 ����,��"!"!"�
.���� �����#���
must

� < 6���.K�����>?��8��2�6�!
�W��	'�����q,%�����b(?��"�"2�����2P�����q�)��,-�"BA�w���)����,%���)��!"�
.�.��Q&A��	�IW��(�#�����
with

�)�����)����./�?��"�"2
u

����2g(�#�"�"2���.)���"!"!���.���� �����Y�#���Y	��)����./(?����"2
 v over

�)���Y����,-�Y�������
������.
t,

then
�)���Z�����#��.X2��#(���
��!"�Z��� ������.).��"2TIK��.).Q���Y���)�����T���



2

                 s
\ (u � v) t

2
B

This
��R&s��	'!"��6��  �"&t�#2��������#!"��.S�#�q�����V���
.�6��>IW�>IW��6�.�2��������
����	(�8��,=��6��Y(�)�8���#������.������h���8�
?��

if
Ih�K������3������W��� �"�56���2��
�F�)���h�G�8��?���������IW�"���

u
����2

v
��X�)���@(6�, ��	/�4�8�"!
��������.#� �

ut)
�
��2

a
���(��������.#� ���

v – u) t } $ � &�����2;�8��2�6�!"�"U�#�
vt } $TI5�����

u
\1{�B

If
IW�P�"2

ditionally
6� �h�)���P2���	��)�����)��������	;6����)	8���(,a�"!"!���.��
�8���)������&

a
\ �

v – u) } t,
Ih�

obtain
�����YIW��.).

-known
� < 6����)�����T	 ���S6�����	 ����,�.����"!"!"��.#���8�
���"2;,-�����#����[

v2 \
u2 � $

as ,

which
� �"2�6�!"��'�#�

v2 \b$
as,

I5�����
u

\�{�B j 	�IW�q����Iv�
?�?�.���������;�#���q����2�� ��	Y,-�" 
m,

acted
�������g�56����)	8����,�	 ���8!"�

F
\

ma,
Ih�4	(����2'�����@Ih���(3-2������W�����
�/2���(�#����!"�

s
��5� < 6���.s�#�

the
3��)�������#!Y������� �����0��������2

Fs
\

mas
\ mv2

2 –
mu2

2 ,

which
�8�"2�6�!��"����

mv2 } $r��	NIW�+(�#�������
�������8�l�?��"�"2�B � (�����
p

\
mv

�#���8��?�� �" �����
momentum,

���q�#�!"�������
������������.�R�*���r� � ?�� �" ��������	8���(,�6�.#�g���������g	 ����,
p2 } $

m. � 	
course,

�����#g	 ����,�6�.#����?�?�.)���"1,%��� ���0�����
�8��.).��w�����������n�)����!"�� ����	1?�6��8�
.��+6�����	 ����,�.��
accelerated

,-�����#����&4����2�IW�y,-���b2������)���y������,%��� ���0�����
�8��./	8���(,�6�.#�y	8���W������6�����	 ����,�.��
accelerated

,-�����#���T���P�Y���,�?�.#�Z�����#�"��� �����#���g��	S	8��� !"� �
dp } dt)

�������42���(?�.#�"!"��,-������[

��
dp
dt ds

\
�� mv dv

\ mv2

2
B

However,
�)���L� � ��,�?�.#�l��	�6�����	 ����, �"!�!"��.��
�8���)������&>��� �"������2����8��?����#!"��.).��Q&g�����Ih &>�)�=�

strikingly
(�),�?�.#�@,-���������8& ���

e
�����#��������	/�)���@	 �"!��#���q��	h$T���M�Y?��8��!"�� @��	W�������8���������1�������

changing
!"����2����)������ B j �������#K!"������� � �#&��)���~	8�"!
�����5$Y�8�
.����#�"S�����t���������S�����~��IW�;,%�
���g��� �"�"4��	

dynamical
?����Q(��!� [F�)���� �-��	���!"!"��.#���8���#�"2 ����2�6����"!�!"��.��
�8���#�"2�(�)�8���#�����/.�������,%���)������BUxF���

the
!"�"R�T��	@����� �T�)�����)���

l
���
.���!��)���Q&��)���T2���(�#����!"�;�)�8������.).��"2>6���2��
�46�����	 ����,���!"!"��.#���8���)�����H!"�
�

be
�8�
?��8�"R�������"2M�"W�)������� �"����	����)���#������.��g���+�

v-t
�G�8��?��r!"��,�?��
�8�"2*I5�)���M�)����� �"!��#������.��

representing
6����)	8���(, ����.#��!����)�AB j ����	(	8�"!��#&'��(�#�"�"2�������!�� �"�" �M��	�����.#��!����)�b	(�8��, {*���

v
requires

��� ������� �"���)���
out

I5���#!�� ����.����"��)��������.�6���l���������)���"2k6���2����L(�#�"�"2��
-state

conditions.

2 Kinetic and potential energy 

It
��@���M?��8�"!��# ��.)�H�)���� �
,%��IW���������
�V�)���y	8��!�������$�,%�
3��"W�)�����?�?��"��� ����!"�T���M,-��.��"!
6�.����

thermodynamics,< 6������)6�, �)���"����������2M�8�
.����)�������)�AB j �W�� &F���L�* ���� ��&Z�����1	
actor

IK����!
�
relates

�)���T!"�����)����6���6�'�"(?���!��5��	4?����Q(��!�~���>�����T2��# !��8�
���"&_����2�&_�"~�����)�1�����" �T��(?��"!��#Y���8�
required

�)�+������2��� !����)?����#������	%������?����A���!"��.P(�Q(����,-&~�����1	8�"!
�������"! < 6���� �"��16����������  ��.
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relevance.
CE���H,%����-�������#��6�M!�.#�" (�#!"��.y,%�����)	8�"(�#�����#���n�#g�����%	8��!����������

two
�)�u?���*��	

energy
� < 6����)����� �
�8�y!"��,�,-����.���6� �"2�����?����A(�#!" & ������� ��	@I5���#!����
�8��� � ?��8�"R(������@��	K�����

general
.��"I ��	h!"����R���������)��������	q�
�����8���Q&:��6��V�"��!�� ��	hIK����!���� � ?��8�"R �"4�����#K	(6���2���,%�
������.

truth
�)� ��(6�����.)��2���	(	8��� ������Ih���QB � ���-��P�����-?����#�������#��.g������� ���L� < 6��
������� �8�
?��8�" �
�

ting
steady-state

!�����2������#���� &>IK����!�� ��?�?�.��#�"*IK����� �������1������� �%�������������� ��.�.�!��������t���)�������
energy

2��#(���(����6����#��� � ������3��)�������#! ������� ���o� < 6������#����&%���9�����k���)���������
��2�&��8� < 6��)�8�"n�
redistribution

��	g�������8�G�wI5�)�����)�n��(�Q(���
, I5���).��P,%���)�������)�������-�)���H�����
�8��.).'?�������!
��?�.�����	
energy

!����� �������
��������B
In

�g�)�u?��#!"��.�� � ��,�?�.#�"&YIW�M��?�?�.)���)���1?����#�������#��.�������� ��� � < 6����)�����b���H�)���*!��" �H��	��
planet

���g�F�8�"��6�.#���K�G�8�����)�����)��������.7���������#B � ��&������Z	 ���8!"�Y� < 6������#���

mv2

r = –
GMm

r2

leads
���T�Z?����#�������#��.X�
�����8���W�8�
.����)�����

mv2 \
–

GMm
r

B

On
���������)�����K������2�&������T!��������G������!"����2��)��������~�)������.����"2>�)�1�����T�" !���?��T��	@�;����2��%��	~,%�" 

m
	(�8��,9�;���8�
�������
���������
.Q	��#��.�2;� � < 6���� �Y�Z3��)�������#!Y������� ���P� < 6������#���g��	S�)���Z	8���(,

mv2

2
\ GMm

r
B

Significantly, � ��I5�#����&V2��"�?������P�������)���-���bIW���82����g� � ?��8�� (�����m� < 6��)����.��
���Y���-�����
modern

�����(, � �����
�8��� � ���4�#�g�
����?����(���#!�6�.����Z	8���(,���	~�)��&t6� ��2q���������)���" �>� < 6��
��������F��������
Principia,

���������P,%��� ���0������� ��.'	8���(,%1��?�?�.��#!"����.#���#�b�
����	8��� !"�"B 1 fh����3 j & � �8��?���(�)���#���
XLI,

�
version

��	�IK������!"��,-�1�#�H����3�����I5�n�"T����� �
vis viva’

�����#�"��� ��.�&E��g��?�?�.��#�"2H�#�
finding

������?��
����q���
3����N���*����2��#�"P(6���z �"!��;�#� �����H���e?��-��	�!��������(��?����#��.;	 ���8!"� � �����#h��P�
classic

!"�� ����	K�����Y?����������)����./�
�����8���%� < 6������#����B � � ��?���(���)����� ����� j � &������)���T���������4���
��2�&
which

!�����
iders

�)���@���
.���!��)���H��	h�@�(��(�)�������5	 ��.�.)�����T����2���?��8��2�6�!"��2y���������y�"!��)��������	q�
�
arbitrary

	8��� !"�"&V�#M��3��������)��!��
�����8���p� < 6��
��������&q(����I5�)�����)�����y������IW����3 2������"&q���1�����
integral

��	K	8���8!��T�������@2����������!"��&��)�16����8�"(�#(����2T,-�����#����&��#'� < 6���.S���>�����T!����
���0�;���13������
����!
energy

?��
oduced

�
∆W

\
∆(mv2 /

$ ��� B
Numerically,

Ih������ ���(���W�����
�Z�)���W?������
�������
.Y�����
�8���1�#����, ��K��IK��!"�'�����'����.)6�����	5�����
kinetic. 	 �@� �"!"�������# �'�����8�"&U��	W!"��6��8R�"& �)�����X�����#4��@��(?��"!��#��./!"�"R�y��	K�)���Y�������#��.X���������8��,
relating

�����q���),%�
-averaged

?������
�������
.@����2P3��������)��!������
�8���#�" &
V−

����2
T−,

�)����!����� �������
�������
system

�0�����
�����"2�����	8���8!��@�#����,-K�)�������8R��.��P?�� ��?������)��������.X�#��?���IW���
n

��	K������2����������!"��&U���
potential

������� ���h�#����,-U�������
�8 ��.)�h?�� ��?������)��������.D���;?���IW���
n – 
 B�CE�����D�� [

V−
\ (1 – n)

2 T−
B

The
�����(����.����������8��,-&u�����
	�	8��!���&A�G�����"E6�;�/� ��.��
�������������?P�����#IW�"���P�)���q������� ���T���
��,��8��.#���������
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to
!�����(���
���~!�����2������#���� � ?����������)����.Z�����
�8��� � ����2W�)�����Z���������)���"2W6���2��
�/!"����2����)������5��	/!��������0�

(kinetic
������� ��� � B:x

or
�#Ih��(?��"!��#��.V!"�" �"

–
!�����(�������E	 ���8!"�y����2����������  �

-square-law
	 ���8!"�

– V−
IK��.�.~���q��6�,%���(��!"�
.�.���� < 6���.4�#��$

T−,
	 ���;���%�)���" �P!��" �"

n
�� &Q� �"(?��"!��)������.)�A&X� < 6���.~�#�%{

and
$�B � 6�!��-	 ���8!"�� &D����	8�"!��#&7��� ��������� I5����.),��)����.��1?��8��2���,��)�������Z�)�-�����)6��8�"&7��/�����
�M�
�8���

natural
!����� � < 6�����!"�M��	������ �"�

-dimensional
(?��"!"��B j �+,-�����m!"�"R�" &Z�)������&Z�����1	8�"!
������$

becomes
�����l2���� �"!��N� � ?�� �" (�#������	�������� ��.����)������(���)?�������IW�"����?����#�������#��.N����2n3������
����!

energies.

3 Kinetic theory of gases 

The
	8�"!
�U�)�����U�#Ih����?�?����8�
����.���!"�����

radictory
� < 6������#����;!����P�����������q ���#2h���W��.�.)6�(��� �����

the
�0�����
�8��.T?��(����!��)?�.�� ��	P�)��� !"���� ���(�������#���`��	%�������8�G�l!"�
� ��� ���"(��.)�l� � ?�.#�������"2��)	�Ih�

consider
�����;3��)�������#!T������� ����� ��.����)�����1���>���T!"����!��������"21IK���)�1�����T�"!��)�����*(�#2��>��	 � �"IK����� � 

third
.#�"IW&�IK����.#��������?����������)����.H�
�����8�����8��.#�����#��� !"����!�������-�����)� �"!
�������v����2+�8�"��!����#����B

Because
��	Z�����V����!"�"  �
���y�8��.#�����#����������IW�"�����)����,%&s�"��!��H��	~�)���" �>�
?�?��8���"!�����Z��Y�/?��8��?����

and
!"��,�?�.����#��� � ?�� �" (�#���9��	������ !"���� ���(�������#���9��	b������� ���QB � ��Ih�
�����8&�!���� !�6�,%(�#����!"�"

generally
2���!��#�����yIK����!�����	K�����Y��IW���#4�����Y,%��(�/�

ppropriate
�#��6�R�"B �9�0����2��).�.)6�(��� �����#���

of
�����r!��������"!��)�����l��M���������l���`���d��.#2�?��8����	 ��	 � ��I5�#��� � ���	������

mv2 / r
.��"I�	8���

centripetal
	8���8!��"&s����2q������!"�q��	~�����/	8����,�6�.��

mv2 	 ���'���(�������
.S?����#�������#��.K�����
�8���QB 2 CE����Z����2
the

 �����
.�.)�����w����z �"!��������)��� � �8��	(.��"!
���"2 � ��	(	%�����w!���� !
le

��	%�)���w���������#&@	(��� (�����v�w < 6����8�
formation,

����2@�)�����y�����K?���.)�A�t����IK���)����������!�� �"�"(�)���;��6�,������K��	5(��2��� &"���"!"��,��)���0&"���������
limiting

!��" �"&T�r!
���8!
.��"B � ���8��&;�����*,-��,%�����)6�,
-doubling

�"!����#���d����2b� �"�"!��)�����n���w�����
imagined

?����Q(�#!"��.M� ��	�.#�"!��)�����9?��8��2�6�!��"b����� ?����������)����.r�����
rgy

	 ����,�6�.��"&%�"�Ih��.).+�"
demonstrating

�)���+� ��.��
�������d�����#Ih�"�
�J�)����!����� �������
��������.#�"IW+��	�.��)���"���w����2������G6�.����
momentum.

Another
(���G����	��#!"�����F!"�� �4��7�����@2����(�������)��������	Xfq���e.�� � 7.���Ih&:���X�����4?��8��?����(���#������.��)���1��	

pressure
�
P)

����2w2�����(���)� � �
)
�)�`�
� �#2��"��.1�t�" &4	�� ��, I5�_���>��%��	(�����p2��"R!����)���"2w�"������

‘kinetic’
�����"���(�ABUiV�����)�8���(������IK�����E��W��	��#��� ������#�"2��)���
.���,-�������
���P�#� � ��������3� &������Y3������
����!

behaviour
��	H�0�"P,%��.#�"!�6�.�����#P��� ���m2��)�8�"!��gIW���b�8�"(?�����(����.#��	8���Pfh���e.�� � �.��"IWB4CF���

derivation
�)������.����"5�@2���6���.��)���y��	X,-��,%�����)6�, �"7�����4��2�����.F�0�"7,-��.��

cules
�8��	(.��"!
�F��	�	X�����

walls
��	M�����l!"�����#��������� &1��	������l �
,%��3�����2��" � �"IK����� �" (6�,-�"2���� ���#*��,-�"�������
���

reflections
6���2�����!��������(��?����#��. �"!"!"�
.���� �����#����B1CE���n	8�"!
������$ ����6���)�����8��2�6�!��"2k��������
�

immediately
�8��,-�����"2y�����)���@	 �"!��E�����
�;IW�Y�������Y���g!"��.#!�6�.��
���Y������������� �"�0�Y���),%�Y���

tween
collisions

�
t
\H$

a } v)
��~�����;���),%�;�#��3����1���>��� ������.

twice
�����/.������G���H��	~�)���>!"�����#��������� �

a).
The

������� �"�0�h	 ���8!"�h�)�����%���"!"��,-�"V�)���h,%��,-������6�, !��������0� } ���),%�P\ $
mv } t

\
mv2 } a,

and
�����@?��8�� (6��8�y2�6��'���������',%��.#�"!�6�.#�@�)� �y!�6�����!"�
.;!����������)�����h��	h(��2��

a
���"!���,%�"

mv2 }
a3,

���
mv2 } V

� ����.�6�,-� � &�.#�"�"2��)���V	8���
n
,%��.���!�6�.��"����;�����F?��8�"R(6��8�

-density
�8��.#�����#����(����?�B

CF��������!�����?����8�
�������+��	h,-��,%�����)6�,
-doubling

,%�"�
��@�)�����5�������r�"!����#���+����21�8�"��!����#���
are

�)��!�.�6�2���2 �)� ����� (�Q(���
, 6���2����n!"����(��2��
�8���)������&������
�8�����=!�� �"�����)��� �k(�#�"�"2��
-state

dynamics
I5�)����?���(���)������K��	7,-��.��"!
6�.��"K!"������������E�����~�)��,%�

-average.
CV��3��)���;�����#�T�"!"!"��6����

the
����� �"��2��),%����(�#����;������IW�"���bIK����!����)���q����.���!��)������T2�������(����6�����2�&Q�����h� �����#�%��	;?��8�� (6��8�



5

and
2�����(�)��� �

P } � )
�#>2������)���"2�	�� ��,=�)���

potential energy
�����(,

mv2 	8���q�"�"!
�-,%��.#�"!�6�.��
and

��4� < ual
�#�T�����Z�����)�82T��	U�����Y�����
�8�"�0�;��	S�����; < 6����8��2;����.���!
�����Q&����

c−2 } � B
Strictly

(?�����3������0&7�)����h� �"(6�.��V���"h�����)��������IK������R���������h��� 2�� IK����� �
���r2��e����,��#!"��.
model

��	'�0��Z,%��.#�"!�6�.��/��������������6�� B � ��I5�#���H2������)���"2�� � �"!��).��y�����>R��,%�V� �"(6�.)��&s�" �6�,������t&
for purely mathematical purposes,3

�������+�0�"�,%��.#�"!�6�.#�"l!"��6�.#2 ���`!"����(��2��
�8�"29�"
stationary

����z �"!��#l� � �����)�����9���8�
?�6�.�(�)��� ��6���IW���82k	8��� !"� �����"��!������������b���9�)�������8 �
proportional

?�� ��?������)�������#���)�������*2����������!"����?����(��&h����2��N�0����)�k����"�"2��l(�����#�N� � �����#H�
pressure

������.).42��)�8�"!
�
ions

I5���#!��P�#;� � �"!��).��������W ��,-�h��E�)���5,-��.��"!
6�.��"X���������y!"����(�#2����8��2
stationary

���H�V���),%�>�����
�8�"�0�q����2�� � �����)�����P�/	8���8!��V���������  ��.)��?�� ��?������)��������.U���h�)�������F,%�"�
�
distance

��?��
����&_��� &�	 ���@�;	�� � �"2>,%�" '��	'�0�" &0���>�)���;.��������)�*��	~�)���>!"�������
������� B � j �S�#Z������&s��	
course,

���"!"�
ssary

���+�� (6�,%�g�������h������y��-2�6����#�+��?����Q(��!���.h�)������� �"!��)�����r�����#Ih�����r�����
molecules.)

We
����.������(�����q�)�g3��)�������#!;�����������#��6��@I5���
�MIW�;�8�
.����#�;�����T�����
�8�"�0�;3��)�������#!T������� ���%��	

the
,-��.��"!
6�.��"��#�M�������#��,�?��
�8���)6��8����	��������0�� � ��6��W�����
�8�1��y��� � 2����(�������)����� � ��������.�����2

because
���

mperature
�#~�����52���	��)���"2>����2���?��
��2�������.)�%��	4�)���;3��������)��!T�����
�8���Q&s����2�IW�V,%��3��

this
2���	(�����)���#���*���N�
�

explicit
6� �1��	'�����>���)�����
.4�����"��� ��,%&A�#�P	�����2P�)���

unknown
�����
�8�"�0�

kinetic
�
�����8�G�g	(�8��, �����

known
?������
�������
.;�
�����8���QB 	 �'	��)��2y�)�����E�����'?����������)����.V�����
�8���H��	

each
�)��2������

dual
,-��.��"!�6�.#�b��

kT
	8���+���"!�� 2��"��� �"�n��	*	�� �"�"2���,%&��
��2�&q��� �����#��.�& � kT.

However,
��� ��?�?�.)�u�)���n�����r�����(����.%�)���"���8��, �#�L�)���r�8�"(60.���w��	 �)���+?����#�������#��.�������� ���

calculations,
IW��!"�
�+�8��.#�������)���M2��e����,��#!"��.W�����������#��6��-��	����r�#2��"��.��0�"����*�)���g3������
����!

energy
� � ?��8�"R(����� � � kT /

$
)
	 ���'���#'�)��2������#2�6���.K,%��.#�"!�6�.��� B j ����	(	8�"!��#&_�)���12������)�������#���r��	

Boyle’s
.#�"I �" (6�,������ 2��u����,���!"�
.o�0�� ,%��.#�"!�6�.#�" IW�" ,%��� ��.�� ��� ��?��
�8���)��������.

convenience;
	8���K?�� �" (6�� �Y�����(,%@��	W�����P3��)��2�&UIK�������
�����K�����
���W�����#������&���� �y�
��� � ?�� �" (�#���

of
�����h�"!��)��������	F	8��� !"�q���F?������
�������
.4���

ergy.
CE�������� &u�)�U�#;�5?�6��8��.)��	8����,-��.�,%���)�����;I5���
�������

we
2��" !
�������K�����W�0�"X���������(,%/��	E�����W�������8���0�53��)�������#!h�
�����8�G�g��	F�)���5�)��2������#2�6���._,%��.���!�6�.��"

or
���*� < 6������
.������5�
�����8�"�t�"2

-out
?����#�������#��.5�����
�8���-��	4�����T�0��'�"'�TIK����.��"B0�9�t�"~���*(�#�"�"2��

state
��T� < 6�������.#�����4������(�Q(�#��, IK�����b!"������������@� � ?��
��(�����q	 ���8!"�W������.).'2���� �"!��)������ &X����2%�

system
��	S�)����U3��)��2;���"!"�" R�����).��W�8� < 6��)�8�"4�F�������#��.Q� ��.��
�������g��	S�����F	8����,

V−
\g$

T−
B

between
�)���Z���),%�

-averaged
?����#�������#��.X����2;3��)�������#!Y������� ������ B

It
��;�)������� �"(���)���0&A����!��#2��������
.�.��Q&A������� � �"IK����� � T�"���(.�����(�@2����(�������)�����b��	Y�)���P!"�����)����?��
����.

force
.#�"I �

mv2 } r)
� ?����#��� ���l�����L�0�"��,-�����(��!"�
.-?��8����	+2��� !�6�R �"2���������� � 2 ��������.�����2

essentially
�����' �
,%�'!"��.).����������?��8��!"��  � �)������.��������T�����������S?������)��!�.#�" � ��S��S����I�6�R�"2Y���T�����

kinetic
�����"���(� ��	��t�" �" &�I5�)���J	8���8!��p!"�
.�!�6�.#�����"2J�" �����+?��8��2�6�!��b��	N������!��������t�w�)�

momentum
�)�*�;?������)��!�.#�>2�6��V���q�),�?��"!
�K����2q�)���V�8���#�>���4I5���#!��H!"��.).����������Z�#��3��V?�.���!"�"&t�����

collision
� �����T����������	8��6���21����2������#2������P�����>?����(����!
.��>����.���!
���)�-���-�����12��#(������!��T�)�8�����
.�.���2

between
!��

llisions.
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4 Radiation pressure 

Consideration
��	;,%�
�����(����.Y�0�" �"/.��"�"2�/6�>���%�����)���P(6���zG��!��'��	V?���������� � �0�" �" � &7�"5	��)�8(�

considered
����cF�)��(���
�����)� 2����(�����)����� �"2������)������?��8�" �6��8�"& 	8��.).���IK�����T�����y�"����.)����� &S!�.#�" (�#!"��.#&

calculation
����fh��.��#�R,%������B � ��,-����3��
��.��Q&u�����W� � ?��

essions
	8���E?������#���%�0�"R�"V�
�8�

identical
in form

�#�'������ �~	 ���7,%���#�����#��.E�0�� �" & ���������)����6����������~?������#�����t�"S��K�~� ��.����)�����#(���#!'(�A�����,-&
unlike

������,-�����
�����
.��0�"RB j ��� � ��!��h?��
�8��.).���.W���*�)���M� � ?�� �" (�#���r	8�����g,-�����
�����
.P�0�� &Z�����
radiation

?��8�� (6��8�h��	Y�5?������������t�";IK���)�����
a
	�� � �"2�����!�.����6��8�5��F	 ��6���2h���W���q�����K������� 2���	

the
�����
�8����2�����(�)������	S� �"2������)������&��)�����Q�# [

P
\ 1

3
�  c2 B

 
In

�����#5!"������� � �#& �)���4?����������������������"S�)��� � �"!���.)�q�)���' ��,%�'IW���P�"K�~,%�
�����(����.A?��
�����#!�.���&:�
��2�&
because

�)���1(�A�����,��#'�)�r����"�"2�� (�����#�"&A�����������
�8���������(,
mc2 �����������"T��

potential,
�����

kinetic,
�����
�8���Q&E� � �"!���.)� �";�)��;	 ����, IW��6�.�2�(6��0�t�"(��BACE���h?������#����>��� �h�8��	(.��

cted
��	(	;�����

walls
��	'�����1!"�����#�������
�'���H�����1 ��,-�gIW���N��'�)���>,%���#�����#��.W�0�"Y,-��.��"!�6�.#�" &F��.��)����6����H������

time
IW�>!"���H�
.� ��!"�������2����Z�����V?�� ��!"�" Y��F��������.)������������ ���(?��������%����2h�8�

-emission,
CE�����8�

is
�)��6�F���W,��Q(�����(����6� � �8�
.����)�����������! � 	 �"!������V���ZIW����3������8�

–
�"/(6��t�0�"(�#�"2W���g ��,-�h�
6��������8

who
R�"�

mc2 	8���5�����'?������������"W� � 3��������)��! � ������� �����8�
?�.��"!��)���T�����'�����(,
mv2 } $y6� �"2�	8���

material
?������)��!�.#�" �

mc2 ��y(��,�?�.����T�8��	(.��"!
�������r��	@�����T?����������)����.5�����)6��8�g��	@�����T?���������� � 
total

�����
�8���QB
The

IK����.��>?����)���W��	'cF�)��(���
��� � Y�)�����8��2�6�!
����������	Y�)���q	8���(,�6�.
a E

\
mc2 �#�P�8��?�� �" �����

the
?������#��� � ������#��.1�����
�8��� � ����2�&4����������.����G�A&~�)��������	�����6_��,%���#�����#��.q?��
�����#!�.��� � IW�"��#�

preserve
�����

classical
.#�"Ihy��	�!"���� ���(�������#���+��	@,%�� ��
��2M!"����R���������)�����r��	y�������8�G�ABs�P

Einstein
����,%R��.�	VIW�"VIW��.).~��Ih��� �"&e�)���4�������
.F�������8�G�1� < 6����)����� E

\
mc2 !"�
�������s���W2��
��������2�&

by
2��"2�6�!��)�����',%�"����R&:	�� ��, �����'?���(��6�.#�����"W��	5�8��.#�����)�����)� � ��.).E�������/!"�
������2���,-����(��� �����"2T��

the change of energy
	 ����,�6�.#�

∆E
\

∆mc2. j �4�#;,%��� ��.������b�"!��Y��	;	 �����)�%���%� � ���
��2�������
formula

���������',%��� ���0�
�����8��.V� � ?�� �" (�#����B:CE����K��K���"!"��6�R�@�)���@�#������./�
�����8���������(,���!"!�6��8
only

�"/�W!"����(���
���~��	V���(�����)�8���(�T����.�6��K���y�����4�����#�"��� �����#���-��	X�)���4�8��.#�����)����(�)��!@� � ?��8�"R(�����y	8���
rate

��	K�
�����8����!��������t�"[
dT
dt = F.v

B

In
�"2�2��)���#����&4������?��8�� ����!"� ��	

mc2 �)� �)�����8��.#�����)����(�)��!�3��)�������#! ������� ���l� < 6��
��������&'IK����!
�
emerges

�"U�����; ��.�6��)�����T���;�)����U�)�����"�G�8��.#[

T
\ mc2

(1 – v2 / c2)1/2

\
mc2 � mv2

2 � B B B
 
contradicts

�����NIW��.�.
-established

?����)��!���?�.#�%�)�����g(?��"!
����.T� ��.��
�������#(���#!N� < 6������#����P.��"�"2��#�
classical

�����"VIK�����
v � c. j ��?��(����!��)?�.��"&:Ih�@!"��6�.#2���2�2�������!"����(�#�����F��	X�����#�"���8�
�������y���'�����
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equation.
�P2�2��)���

mc2,
	8���y� � �
,�?�.���&ZIW��6�.�2��8��,-�����>�����1������,-��.���6�Y���
��, �����)���8�
.�� �
��2

make
�)���T� � ?��8�"R(������&0	8���

v � c,
�#2��������#!"��.5IK���)�g�)���T!�.��� (��!���.K������&s�"YIW��6�.�2q������,-��.�.)�����

required.j �F����K��������	 ��6���2�!������������������#& �)��� ��.��
�������)���Q& ����IW�����
�8&����T����3��Y������!"������������/��	
integration

�";{�&u����!"��6� �5������/��.).���IWV�W!"�����������#�����Z2���	��)�����)�����%��	V� �
-vector

,%��,-������6�,-&
and

�������>���;	��)��2T� � ?����Q(�#!"��. � ,%�"�
�������V	 ���S�����;�"2�2��"2;���
��,
mc2.

Writers
IK�����������y�)�����"(�)���0���#�"2�cE����������)� � ���IK�w��� ��6�,-�����������2MIK���M2���,-����(��� �����

the
����.)��2��)������	~���#Y2������)�������#���H��	~�)���>� < 6����)����� ∆E

\
∆mc2 ?����)���U�#�h�����h�������)��� �����Q&u������6��G�

physically
� �"�" �����
��.��"&K������6�� �N��	������� � �#����(����� ��� �-����2�� � P�����#��.T,%�"R B � �#�"!�����.1�
��2

Toretti,
	8���;� � ��,�?�.#�"&A(�#�����5�������#[ � CF���5	��)����.4!�����!�.�6�(�#���P�����
�U�)���q�����)��� �5,-�" /��	;�K����2��T��

in
��	�	 �"!��g�-,%���"(6��8�N��	��)���������� ���A&K��%��	%!

ourse
�
������� ��.��b6���IW����� �������"2����bcF�)��(���
��� � 

premisses’;4
����2>������� < 6������;cE����������)�M��~	8��.�.#��IhR[ � �p,%�"R

m
�#Y� < 6������
.������ –

���� ��	 ���'�"
its

�������(���#�*���!�����!"��������2
–

���l���d�����
�8���`!"�������
���%��	�,-�"�����)��6�2��
mc2.

� �)��!"��IW��!"�
�
arbitrarily

	(� � �)���N�����8� ��	 � �)���%�#������.g�
�����8��� � &WIW���
�8�-�����g�������`����.#�%�#�m2��#(���)����6������&
without

���(������� �����)���"  &@������IW�"��� � � ���(6�� � ����2`��� � �
?�?����8�
��� � ,%�� N��	%�����w(�Q(����,-B j �
appears

,�6�!
�T,%���8�F������6�� ��.Q�#�;�8�"�0�
�82T��.).Q,%�
�����(����.D,%�" ~�"4�Y������8�;��	K������� ���QB � 5
Of

!���6��8 �"&/IK�����'��1���(������� �����M����(?��"!��#��.'�8��.#�����)�����)�����"�"2%�����'�����������)��� �������)�m���������
contexts;

�)	1���N��2��"���# � ?����Q(��!���.�.)�M�8���" ��������.#� � ��� � ������6�� ��. � &7���Y,�6�(�;���-� � ?�.)��!"�
��.����)�
terms

��	; ��,-�q2���	(�����)���/?����Q(�#!"��.�?�������!
��?�.��� � �
��2W��	E,-�" X��X���@���h!"�������2���� �"2��"/� � (�#���8� �
of

�������8�G�A&X�����
�b�)����>?����)��!���?�.#��,�6�(�'���P�8��.#������2%�#�-��������20�"�%�
f
,%�� ��"��%(?��"!
��	��#!"��.).��

potential
	8���(,���	'�
�����8���QB � �q?��8����.��
,%&t�����
�8��	 ���8�"&s���(�� ��Z��	YIh�/�8�"!"���G���� �V�)�����

mc2 ���";�
classical,as well as relativistic,

,%�����������0B j ��������6�!
��6��8�����!�.#�"����.)�M�)��������	1�%!�.#�" (�#!"��.
potential

������� ���A&XIK����!
�%��V?�� �"!���R��.��MI5���
�'IW�PIh��6�.#2-� � ?
ect total

�������8�G�g�#�����"&7�
��2����
was

������� ��2�6�!"�"2��#��?��8�"R�������-��!�.��"R(��!"�
.T!"���� �
�������)����� .���IhB � ��3���,-�����b���������W�����)���0W�)�
relativity

� �)��� � !���Ih�
�8�� !����).�2��8��2���6� &~�)����� < 6����)�������	 �����)����� � ?�����2������H6����������  �"&~�����
gravitational

�8��2�(����	(��&t�����q(?����H��	Z�����>��.#�"!��)�8��� � &t�)���>� � ?
ression

2����"Z�����K�
����R�V	�� ��,v�����
theory

��	-� ��.��
�������)���m����R��.�	-��6����� �M,%��� �M	�6���2���,-�������
.��)��6����dIK����!
�l�������������"���(�m���"
uncovered.

5 The classical potential energy of the photon 

The
��6�,����
�r$m�����	(�8� < 6������).��l���"�
�92��" !
��������2`�"�� � �8�
.����)�����������! � 	 �"!��#����R��?����8�
�������

relativistic
�
��2q�������8��.#�����)����(�)��!>!"�� �" &t��6��U���S�#Z����(6�!����)�������tB j �~IW��6�.�2h���h� � ���8�����82������
���

if
�8��.#�����)����(�)��!J!"����2����)������`�����6�.�2o ��,-������I !"����(?��)�8�J� � �"!���.)� ���J����.)���v���p2���6���.��

significant
!�.#�" (�#!"��. < 6��������)���#�" B � ��.#�����)����(�)��!K	8�"!��#���8/���8�K���e?��#!"��.�.)�g��	E�����K	8����, � \ � 
 – v2

/ c2)–1/2,
�6��0�0�"(�)�����g ��,%�y��� �"2�6���.V!��������0�yIK�����

v → c. j �E,%��3���5����?����A(�#!"��.V ����R�@�#�
suppose

�)�����P�����M�)�8����������#���L��������.����� 2��� !�� �����M�)�����"�t���8 B�i/���(�����)��.��Q&
∆E

\
∆mc2 ����

relativistic
� < 6����)����������!"��6� �K���_����!�����?����8�
���"7����� � 	8��!������X�)���)���

∆m
�����(,%&���6��

E
\

mc2 ��
not,

�����
��������6����P�)�U�#����3P�8�
.����)�������)�����P2��# !"�������F���#;��?�?�.)��!"�
�����������h,-�������(����.�?����(����!
.��" B
mc2

is
�M?����#�������#��.�������� ��� �����(, ���d!
.��" ���!"��.�?����A���!"�IK����!
�l���"��)���r ��,-�r��	�	 �"!��-�"������

equationE
\

mc2 ���y�8�
.����)�����������!4?����Q(��!� &D�
��2@�)���'��	�	 �"!���KIK���#!���2���?�����2�����.��P���
E

\
mc2

and
�����5(?��"!
��	��#!"��.).��%���1�)��� �

-vector
!"��,����������)�����H��	Y(?��"!"�q����2q���),%�>!"�
�����>2������)���"2q���
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classical
��?�?�� ���"!����"T�����)��� ��.�������2���?�����2��
���@��	�������!"����!"��?��'��	Y�8��.#�����)�����)�AB j ��	8�"!��#&A���%�����

special
!"�" � ��	�.��#�����1?�����������

–
����.��#����� � !"���(?�6� !�.��� � ���p����� ��.�2��������
��,��)����.

ogy –
potential

�����
�8�����#����,-h��	5�����'	8���(,
mc2,

���5�������)�h� < 6�������.#�����#&:�������'���"���g�8�"�G6�.����(.��P6� ��2
since

�����h ���������#�"�����)��!"�����)6����������5�������#�����g��	V!�.#�" (�#!"��.Z!"�����#� � �� &D����2��
�8�W(���).�.Z �W6�R�"2W�)�
specialised

!"�
.�!�6�.#�����#���� B
Newton,

	 ���5� � ��,�?�.��"&"����� � ��,������)���T����,-��(?��������#!~�
efraction

�)� 
 ��� � &�!"����!"���)���"2;�����
bending

��	Z.)�������~�"V� < 6�������.#����� � ���%��6��Z�#����,- � �#�P�q!
�������0�5���P?����#�������#��.4�
�����8����	(�8��,
mc2

as
�T� �"(6�.)�W��	y�1!"����(���
���K�8��	(�8�"!��)�����P	��#��.�2H������.#�"�0��6�Y�������_�g�G�8�����)�����)��������.K	(����.#2

g
���K�����

Earth’s
�6���	8��!"�"B 6-8 CE����� < 6������#���-���W6� ��2-Ih��q��	

fectively
������ ��,%���"q��6��h(�#�"�"2��

-state
potential

������� ��� � ��� �
vis viva’)

� < 6������#����	 ���M��!��)�8!�6�.#���*���8�
�������
���������
.����(�����#&q(.)�������).��
modified

	 ���K��������.�.)��?��)��!"��./!��" �"B � � 2��������(�P�8�
	��8��!����#�������Y��� �"���#�"2g�"@�'?�� ��!"�" @�����
.��"�0��6�
to

��� �����)�����)��������.��������)����.y,%���)������&>(6���z �"!����
o

��	 ���8!"�
mc2 / r,

����2�&/���+�),�?�.��#!"���)������&q�
potential

�
�����8���
mc2,

�����
.��"�0��6�r�#���)���d�G�8�����)�����)��������. ���(�����#��. 	8��� !"�
mv2 / r

�
��2
gravitational

?����#�������#��.Y�
�����8���
mv2.

CE����W������.����G����K?��� (���0.��'���"!"��6� �'�����y!"����(�#����!��H��	
the

����.#��!��)���`��	�.��#�����%�
��(6��8�"g�������������r��?��)��!"��.-(�
stem

�� � (�#�"�"2��
-state’

����2b�)�����y����
potential

�
�����8���������(, ��-��6�,%���(��!"�
.�.�� � < 6�������.#���������+�����
�����������M�)�������8 �
-square-law

gravitational
(�Q(���
,%B

As
�P�8��(6�.��y��	T�)����1 �"!"����2�!"��.#!�6�.��
��������& � �"I5�#���nIW�"1����.#�����NIK�����#�����m�%2��8�
	�����	

Query
$�$ } � {@	 ���X�����

Opticks
�)������[ � B B

.upon
�4	 �����/!"��,�?�6������)�����y���XI5�).�. � ��� � 	8��6���2Y�)�����A�����

gravity
��	5��6��5�"�
�������#��Ih��� 2�S����� � 6�������?��8��?����(���#���y�#�Y����� < 6������)���)�P��	U�����,%���)�����U��4���������

ten
��6���2�� �"2q,��).�.)�����H��	~,���.).�������;��	~,��).�.)������Y��	F,��).�.��#����;��	F���),%�"E.��"RF�����
�P�����5	8���8!��/���

wch
�q� ��� ��	;.����G���4���b�����

ering
����������.#�" T����!
���Q(����.Z��>2�� �"IK�����;�),�?���.).��"2��#��Ih��� 2�V�����

refracting
����2��ABsB B B xF���Z�����V����.#��!����)����	Z.)����������E���h�)���/����.#��!����)����	ZcV���(���P�)� � �(����E,%�"����6�

as ��� 2��
�Ah��	V�)��,-� � �)�NIK����!�� � �����'cV�����)� 2��"R!����)���"5�)��� �  ��,-���?��"!"�
–);

�������E�#h�������8!
�
equal

�#�Y�����~�8��2���6�K��	7�)��K�������#�y�
����6�� � ,�����6��#�" &"�����~�)��,-�~����IW!���.����G���E!"��,%��S	��8��, � �����
Sun)

���q6� � �����
�S��;�"Y������6�� 
 $�& {�{�{q��� 
 Bu�W��2h�)���/�8��2���6�V��	Z�)���q!�6��(����������	;�/� ������	Z.)�������
during

��� �  � �8��	(�8�"!��)���������Z�����P�6���	8��!"�P��	T�G.��" q����Ih!��%�)�~	 ��.�.#V�����(�M����.)� < 6���.)�A&:��/�#�������
curvity

��	~�)���>�"���(��� � ����&s�"Z�)���V�8��2���6�;��	F�����
� � ���P�#�h�����5�8��2���6�;��	;!�6��(������6�� �q��	F�����/� ���
or

�"5��������� 
 & {�{�{�& {�{�{�& {�{�{�& {�{�{�& {�{�{�& {�{�{@�#� 
 B"�W��2Y�����~	8��� !"�'IW!���������2�S�����~� ���q�#S���Y�����
force

Ih!
�H3�����?�;�������"�
���������>����� � � �
zG�"!
����.#�h���%�)��>���(�����;.)�����P��	 � �8�
zG��!����#���%�����h� �����
o

compounded
��	K�)���y2�6�?�.)��!"�
���;�8�
�����1��	4�)���;����.���!
�����#�" � �)���;�8�
�����1��	4�)���T!�6������)���#�"'��	4�����

lines
��	S?�� �
zG�"!
��������B � 9-10

In
�����������
�-!"�
.�!�6�.#�����#���r���r�)���M �
,%�g,-����6� !��(��?��#& � ��I5�#���r������3��������8�"2��)6����	������

Earth’s
���(�����q�" ��� ,���.).��#����,��).��" � ���" ��2����+�g ��.��
�W?��
�8��.).�� � ��	 
 $* �"!"����2� � �
��2g�����

radius
��	�!�6��(������6�� ����	@�)����?����)�+��	��T.����G���/?��
�����#!�.��g�" 
 { –6 �)��!����" Bs�PR(6�,��)�����)�����K�����

light
	�� ��,v�)��� � 6��P���
3��" � B � ,�����6��#�"F�#�h�8�"��!��P�����5cV�����)������2h�)���������P�)����F�)��,-�/�����5cV�����)�

would
�������K��� ������.).��"2 � 
 � � ,���.#�" &����K	 ��6���2@�)���4�8���)���y��	X�����4	8�

rces
���'���@������6�� � × 
 { 26.

The
!"���0�����)?������
.�	 ���8!"�d!"��.#!�6�.��
��������6� �"2 ��� � ��I5�#��� � L(�)6�2����"L��	+�8�
	��8��!����#�����#��
�

illustration
��	W������?���Ih������	W�����T�������#��.5�����"��� ��,%&Z����2g,�6�(�h���)�����)����!"���(�8�"!
�/��6�,-�����#!"��.

energy
�8��.#�����#���%IK���������
�;���E�����_�����W2��" !
����?��)�����-��	F�)���5	 ���8!��5�# � !

orrect’.
CF���@!"��������8�
������

which
���"��2h���h���h��?�?�.��#�"2h�#�h	��)��2W�����K���(6��5���
��6��8�W��	E�����K���"!��#���E	8���8!��h��� �5�����_� � < 6���� �"2W�#�
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find
�)���Z��6�,-�����#!"��.Q���
.�6��Y��	U�����Y !���.����4������� ���AB
A < 6��)���>2��)	�	 ���8�����U6� �V�#Z	8��6���2q�)� � ��I5�#��� � F	 ����,�6�.��5	8���F�����/���
.���!��)������	YIW�����"E�����

medium,
�)�����

rms
��	P��.#�"(�)��!��)���b���h?�� �" (6�� � �

E)
����2�2��
��(���)� � �

),
IK����!���������?�?�.��#�"2��#�

both
.��#�����7����2T ��6���2�B 11 cV R�������#��.�.)�A& � �"IK����� � �	8����,�6�.��

c
\ �

E } �
)1/2

is
���M� � ?��8�"R(�����M��	K�����Y	8��!��X�������X�)���Y?����������)����./�����
�8������	4������(�Q(����,���	K?������#���� &_���@�0�"

molecules
�)���)���@!"�" �@��	/ ��6���2 �

mc2),
��K� < 6���.Q��� the

IW����3�2������'���X!"����(���
���A?��8�"R(6��8�'�"
a
?�� ��2�6�!��F��	X?�� �" (6�� �W�
��2@����.)6�,%�"B�CE���'��?�?�.��#!"�����#�������Y.��#������& ���5�
�A.��"��(�A���Y�)��S,%��2���6�, ��	

propagation,
��!"!
6��84���g������!"��.#!�6�.��
�������g���1�)���;?�6���.�������"2 � 6��
���%$ 
 ��	4�)���;�8���)���>�����#Ih�"�
�

the
��.��"����#!����)���"'?����@6������h2�����(�)���N��	y�>?�� ��?

osed
��.��"!
���8�

-optic
� �"���)����� � �
��2*���),%��(?����
����!

air,
����2������',%����6�R!����)?��/������2�����!��y�����Ih4�����
�X������@IW�"4.��)��3��"2g��.� �gIK�����g������!"�
.�!�6�.#�����#���

of
������	 ���8!"�l��	M�8��	(�8�"!��)������&1��!"!�6��(���)������,�,-�"2����
����.)� ��	(���
�M������	������
.������ (����� ��	*�������

calculation
�)�T�����Z,-����6� !��(��?���B 10

Newton’s
��.

asticity
��	 �����L�"���)����� ��wIK������IW��IW��6�.#2J!"�
.�.N�����
�8��� 2�����(���)�9��	

radiation
� �

c2),
I5���#!��k�#H�8�
.����#�"2m���L�w� � IW��.�. � �!
.��" ���!"�
.�	 ����,�6�.#����	 
 � � � �#� �����

radiation
?�� �" (6�� �"&S����2������'�8���)��������!"�
.�!�6�.#�����"K��R&:������	�	 �"!��#& �)���Y�8���)���g��	K������������� ���P?����

unit
,%�� 1��	g�P?������)��!�.

e
��	T.)�������'�#���)�����������8�G��?����T6������;,%�"R���	1���m�����q,%��.���!�6�.��"&5�"

manifested
�����)���5�)�8�����,���R(�����-��	;R��6���2�B � ��Ih& �����4,%��.#�"!�6�.#���X?����������)����.F�
�����8���q?����X6������

mass
	 ���/�����X,-���>���@!"��.#!�6�.��
���"2'	�� ��, �����43��������)��!4�����������1��	/�t�" �" �

PV
\

RT)
���E������6�� 
 B �

× 
 { 5 � 3_� –1 IK�����
T

\ � {�{ � B � �)��!"�/�)���q������� ����?����F6�������,%�"RF	8���;�K.����G����?������#�����# � ×
1016 � 3_� –1,

�)���g� �����#�*�� � × 
 { 11,
I5���#!��r���!"��,�?��
�8����.#�MIK���)� � ��I5�#��� �  � B � × 
 { 11

minimum
��� � 6����(�*$ 
 B � ���G����&7��	q!"��6��8R�"&7IK��.�.V��.#Ih�
�AW�����_� � !"����� �"!�� � � �"(6�.��#5	 ���h(6�!�� �

calculation
I5��������� ������.�.)�

ng
����� ��6������K����!�6�6�,%&����"!"��6�R�K�)��(6�!���!���� !�6�,%(�#����!"�"R& �)�����8�4��

no
 ��6��8!�����	%2��# (��?��
��������&'�
��2M�����g���)���#��.h� ��.��
������������3��"����r�)��y�#2��"��.W	8���(,%B � �"IK����� � 

formula
	8����!"��.#!�6�.����)�����1�����T����.���!��)���#�"���	�IW�����"'���r��,-�"2���6�,|�#@�)��6���������)�����@?�����	 �"!��

illustration
��	/���-�
?�?�.���!����

ion
��	X�)���K���)���#��.s�����"��� ��,%&:����2'���s�#7���"!"��6� �4�)�s��5(6�!����~?�����	 �"!��

illustration
�����
�q���PIh���(3�������M!"�" ��IK����� ��������,-��2���.���	������#���8��!����#���LI5�)���r,-�����#���y���

longer
��?�?�.��#�" B7CE����q�#�I5���*�����%��.#�"(���#!����)�r��	h.��#�����;�#h?��8��!��� �
.��H�����- �
,%���)���������"W����

energy
2��
��(���)�ABQ�W.��)�

ough
�����#>2����"V�����Y��?�?�.��M�"q� � ��!���.)�1���- ��6���2�&SI5����� � � �" � �
?�.��"!"�

later
(����IW�"2 � ����� � ��.#�"(���#!����)� � !"������������_���"�"2�X���@���h!���.�!�6�.#���#�"2@	(�8��, �)���W��2����������)��!"&��8�
�������

than
�����+�� ���)������,-��.�&�����.�6���&y������!"���(�8�"!��)�����J	8�"!��#���N�� �8��.#�����)����.�� �,%��.).%���=���82���� ��	

magnitude
�����(,% � $�{

%).

6 The gravitational bending of light 

Interestingly,
������6����1.)�������7�)�1	��8���>(?��"!"�/���"Z����.#��!����)�

c,
�
��2�&t������� ��	8��� �"&t���q�8��(�S,-�" Y���

kinetic
������� ���Q&

as soon as you apply a gravitational field,
�)���~.��#����� � �.���IWK2���I5� � &:�
��2�&

at
.#�"�"(�

behaves
�"@������6����M���q!"���

be
���8�������"2M�"���?������)��!�.#��IK���)��3��������)��!��������8�G�

in the 
field.

CE���#��#�?�� �"!��# ��.�� IK�����'����?�?��
��gIK������Ih�P6� �P�)����(������2��
�82 � �"IK�������#�����" !"��?��
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velocity
� ���U3��������)��!Y�
�����8��� � � < 6������#���

mv2

2
\ GMm

r

to
2��
�������'�)��� � !���IW���8��R!

hild
.��),��)�F	 ���h�@��.#�"!�3�����.#�"&:����?�60�8��.)�H!�.��"R(��!"�
.F,-�"���� &U�"WIh�"

done
���+�)�������#�������"�
������!"�����)6����N���N����!
����.�.�����2 � �
?�.��"!��"B 12-13 �� (6�,������

v → c,
Ih�

derive
                 r

\ 2GM
 c2

andthere is no transition to a ‘relativistic’ value.
A

!�.#�" (�#!T!"�
se

��	'��?�?�.��e�������;3��)�������#!T�������8�G�
-type

� < 6����)�����1���>.��#������&0�#~�����>!�.#�" (�#!"��.
derivation

��	������ 2���6���.��w��� �������#�����#������.�������2��)���0&��
� ��	(	8��!���������,-��.�.)�n������6��������#�w���
derivable

����.�� 	(�8��,a�)���H�t�������8�
.'�8��.#�����)����(�)��!P	��#��.�2�� < 6����)������ BXCE����2���6���.��P������2������N��	
light

���`�N���8�����)���
tional

	����
.�2����"����"���p�
cause celêbre

(�)��!"��cV2�2��������#��� 6�R�"2����>�#�
establish

cE�)��(�����)� � >�������������)�b�)���H��!�.��)?� ��� � ?��"2����)��������	 
 � 
 � B 14 	 �P�������%(����!����������
time

���"�
�-�8�
?��"������2�.��*�" (6�� �"2��)�����Z�)����2���6���.#�W������2��)���y��h�W� ��.��
�������#(���#!���	(	8�"!
��&7����2y�������
‘Newtonian’

!���.�!�6�.#�
tions,

6�������+����� ?�������!
��?�.�� ��	b� < 6����_��.�����!��"&W�e����.#2`����.)�l����.�	������
correct

����.)6��"&Q��.)������6����- ������� ��.Z��6�������� 7�������4?�6��s	8���8IW��� 2�2��
,%����(�)�8���)������5��	X�����@2���6���.��
deflection

���" ��2T����.������g(?��"!��#��.Q� ��.����)�����)���QB ��� -18

The
� � �"IK���������
� � !"��.#!�6�.��
���������#��3��"E����V�����#�����P	(�8��, � ��.�2����

r,
IK����&AIh�h���8�5����.#2�&u�����

paper
��	 
 � { 
 & 19-21 �)�����"(���#�0���#�"2@�)���@���8�����)�����)��������.X2���	�.#�"!����#������	7.��#�����A���P�~,%�" ������~����2��Q&

using
�����*(������2��
�82 �

vis viva’
�����"��� ��, ���y?����#�������#��.�������� ��� � < 6����)����� � ,%��2��)	��#�"2H	 �����

hyperbolic
�������)� � &��"!"!"��� 2������V�#�;�����Y� � ?�� �" (�#����[

 
mc2 \ GMm(e – 
 )

r
&
 

 
with e

���
3���� �"h�)���-�"!"!"�
�������#!����)�r��	h���������e?����(����.���!����������#B � ����!"� 
 � e,
����������.)	

-angle
deflection

���"!"��,-�"
1
e
\ GM

c2r
&

and
�����F	�6�.�.7������.#�Y2���	�.#�"!��)����� � �)�����Q�# &����g�
��2

out
��	S�)���Y��� �������#�����#������.Q	(����.#2 �

2
e
\ 2GM

c2r
B

General
�8��.#�����)�����)�A&�����IW������� &�	�����2�

2
e
\ 4GM

c2r
&

and
���wIW�"��)��� (6�?�?��� �"2 � � ?����(��,%�
������.*�8�"��.)�� �
����������	b�

his
�8��(6�.��rI5���#!�����.�.#��Ih��2

Eddington
���T!�.#����,p�������D���Z���"2 � �����
������� ��I5� � � ��I5�#���������T?����Q(�#!" B

However,
� ��.�2����
�q2��#2y�����E6� �'�����'?����������)����.V�����
�8����� < 6������#����B � �Y6� �"2T�����Y3������
����!
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energy
� < 6������#����&  

mc2

2
\ GMm(e – 
 )

r
&
 

 
on

�)���'�_�"(��@��	 � �
?�.��"!"� � 4?����#���W��,�?�.#���u,-�����/��	K���X�)��!"�
.�!�6�.#�����)���>�����Y��.��"!
3�����.#�'� �"2���6�R&
and

���gIW��6�.�2g���
���������#�������"21����� � !"���(�8�"!
� � �����#��.W2���	�.#�"!��)�����H��	'���>���"2�6� �"2������12���6���.��
angle

��� !"��.#!�6�.��
������� ����+�����#�"��� ��. � CE�����Ih�� &g�)��2��"�"2�&*!"����� �"!��N?��8��!"��2�6��8�"&1	8���+�����
deflection

��	/�K?������#���-!���,������Y?��"��s����� � 6�� � K�"2��0�~	(�8��,k�)��	��)�����)�q��K�'!��" �'��	5�������(�����A�)�
the

?�� ��!"�" ���	�	 ����,%�
��������&;����2*���������L�������)�h�)�L(�#�"�"2��m(�#�����"B j �W��������1�8�������  �M��	y�����
process

��	;!��8�������)�����������(�����������" !"��?��)���W	(�8��,d�����W!"����	��)�������'	��#��.�2�& ,%��2���	(���"2�&D��	V!"��6��8 ��&
by

�������0�u?����(����.��#!"&7�8���)�����>�����
��!
���8!
6�.����1������.�.)��?����#!"��.#&/���(�����V?��8��2�6�!"��2����*�)������,�,%���� �
relative

�?��"�"2v��	N�)���w.)��������?�����������B�CE���p(�#������	(��!"�
����!�����(��2��
�8���)�����v�#N�)������&g���d����
immensely

.������4zG��6������
�y?��(�����F���h�)��V!"��,��)����!�.#�� �/�#�h�����h���8�
�������
���������
.U	(����.#2���	E����� � 6���&
the

?���������� � �����.#��!����)� Ih���������2����#����,������"2���� ����� � 6�� � g���8�����)�����)��������.@	(����.#2�&V����2%�����
direction

��	P���#%2���	�.#�"!����#���w���?����(?�����2���!�6�.#���P�#� �)���� B4CE��� !�.#�" (�#!"��.1� < 6������#���+6� �"2M���
Eddington

IW�"~�)���T�����T(?��"!��)	�����2T	 ���@(�#�"�"2��
-state

!"����2��)���#���� &_I5���
�8�"�"~.)�������
-bending

��
surely

�
�g� � ��,�?�.#�Y��	K�
�����8����� � !��������t�"B
We

(����6�.�2'�����s���@(6���?��(�� �"2'�����
�F�K?�6�� ��.���!�.��"R(��!"�
.F!"��.#!�6�.����)��������	X�����4.��#�����
-bending

is
?��� (�)��.��M�)�L������ IW���QB j �L?��(����!��)?�.��"&Y�8�
.����)�������)���)���"�����k2����"�������?�� ��2�6�!"�r2��)	�	8�
�8�����

energy
� < 6������#����W�#��!�.��� (��!���.V?����Q(�#!" � ���/,%��� ��.��b!"���(�8�

cts
��6��W��� � ���y6���2���� (������2��)���M��	

what
��� �H(���"��2��

-state
�
��2�IK���������8�H!����������)���b!�����2������#���� BECF����?�����������&X����?����(����!
6�.���� &

provides
�����)��(������!��V���HIK����!��HIW�>IW��6�.�2

expect
� ��.��
�������#(���#!q� < 6������#����F����!"������!��#2��qIK���)�

classical
�����" B � ����������������� ���A& ��	(�����K��.�.#&��#S	��#��.�2�������� �

y
�
��2Y���"S���Y,%���#�����#��.E!"��,�?���������� �

the
?����������n,-�" ��� &5������� ��	8��� �"&q2���	(�����"2N���m�����(,%H��	M�%?�� �

-existing
!�.#�" (�#!"��.�������� ���

equation
�
��2�2����"7�����s?�� ������2��@�@ ��6��8!"�@��	X�)��2���?�����2������s�)��	8���(,%���)������I5���#!��-!��������46� ��2

to
2���������_��6���(�T���
��IW�"���g!�.#�" (�#!"��.X�
��2;�8��.#�����)����(�)��!Y!"����2��)�

ions.
The

6� �>��	Y� � 3��)�������#!>������� ��� � � � ?��8�"R(�����
mc2 /

$h�)�P���_�q!"�"R�q��	F.����G���U������2��)����2����"
not,

��	�!"��6��  �"&U�),�?�.����)�����V?������#��� � �#������.q������� ��� � �#���	@�����#@	 ����,-&~���@�������5�)�����8�T��y�����
such

�)���������"/�)��� � 3��)�������#!������
�8��� � ��	q�W?������#��� �
mc2 /

$ � �"5���-�)���W?���� ��.�.#��.Y!��" ����	/�����
derivation

��	'�)��� � !
��Ih��� �� !����).�2��8�"2��)6� � ��Y,%�
�8��.)�N���b� � ?��8�� (�����b��	Y�)�����"!��)�����b��	Y�����
perturbing

	����
.�2�B 	 �q����������R�"�q�����#>������� ����2��)�8�"!
��.��Q&Q	8��� &XIK�������������>�h?����������%�)������� �"!���
with

,%���)����� � ���'�� � 2��
���"!��#�"2 � � &_�)�� � �)��2���?�����2������ � � � ���������!��q���"T!"�"�"R�"2�����2P���
e

������� ���
absorbed

���?�6�� ��.��������g?����������)����.P���������#��.��
�����8���N����.)6��
mc2. j �W��������#��"(?���!��P��	y�����

photon’s
� � �#(������!��5�)�����_���"E.#�"2W�#�W�)���5�#2��"�5�)�����_�����W���� ���_!"�h��	E�)���5	 �"!������/$'��5 ��,-������I

a
,��Q(���
���#��6�U?��8��?����(������	S� ��.����)�����)���W�����Q?���� ��.�.#��.��"2;�)�g!�.��� (�#!"��.Q?����Q(�#!" B

The
��2����g�����
�P� � �8�
.����)�����������! � !"���(�8�"!
������� � ���)��������(?��"!
����.����-�t�������8�
. � � !"�
6� �" � �����

doubling
��	y��� �������#�����#������.W��	(	8�"!��K�#����*�).�.)6�(��� �����#����&_�����W��	'�)���>	8�"!��K�)�����K�����1!"�
.�!�6�.#�����#���

has
��� ����2������l�)� �n� ��.����)�����#(���#!dIW���Q&P��6����������M�8��.#�����)�����)�v?��8�����#2��"l����� IW������	

incorporating
�������
	�	8��!��Y��	q!��������G������!�����2������#����/�)	>IW�W���������NIK���)�-�����@?����������)����.#&D�8�
�������

than
�)��� 3��)�������#!"&-�����
�8����� < 6����)������B � ��� �"&������w?����������)���
.r�����
�8����� < 6����)����� �)�u?��#!"��.).��

produces
�����>�
	�	8��!��K��	Y���8�����)�����)��������.U�8�"2������	��#&s���~�)��,%�q2���.��
���#����&sI5���).��V� ��.����)�����)�����"2�2�Z�����

corresponding
.��������)�*!"������� �"!����#����B � �1 ��,-�T��6�������� ~�������>�
�8��6��"2q	 ���~�)���V�8�"2������	��U���������
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‘Newtonian’
IK����.#�N�)����.��������)�

-contraction
��� � �?��"!"�

-warping’
��-�8��.#�����)����(�)��!"&yIK����.��

others
!�.#����, �������������*� �������8R�*����)��6��"B j �y���"*��.� �����"����!
.����),%�"2b���
������6��.��w�������y�����

‘Newtonian’
��	�	 �"!��Y����h�������-��2�2��"2������)�����;?�� ��2�6�!"�"2����H������cE�)��(�����)� !"��.#!�6�.����)����� ��	

1911,
���"R�"2����������W� < 6�������.#����!"�K?����)��!���?�.#� � I5���#!��%��.# �����0�����)���"2�����.)�T����.�	V��	E�����W!"����� �"!��

value),
���5�)�����E�����'��IW����	(	8�"!��#h�
�8�'�����y ��,%��&S����2��������@�#�y����(6�?�?�.#��,%�
�����"2T����� � �)��6�� �

relativistic
��	(	8�"!
��&t.��)3��V�����/CF����,-�"Z?�� �"!"�" �������B 16,22-25 j �U�� &s��	Y!"��6��8R�"&t?�6��8��.)� � !�.��� (��!���. �

energy
!"�������2���� �����#����'I5���#!��*2��"!���2��;�)���;�� �6��"B j 	~�����;?������
�����#��.5������� ���%� < 6������#������Z6� ��2

where
�����q3��)�������#!P������� ���M� < 6������#���%��>�
?�?��8��?����#������&Q������� � !"����� �"!�� � ?����Q(��!"�
.~�8���" ����>!

an
be

	8��6���2;	 ���K��.),%��(�
any

�"2�2��)���������
.Q���
��,9IK����!
�g2���6���.��"U�)���Y��	(	8�"!
�Q?��8��2���!��#�"2�B
The

�)��6��r�����)6��8�L��	������l!����������)��6����#����M,%�"2������ 2���	(	8��� �����N!"��6�R�"M���n�������)���8�"�
relativistic

?��8�"2��#!����#�������	W�8�"2�(���)	��#&U.��#�����V���
��2������M�
��2�?����(������.)������?�� �"!"�" ������M����@���"�
�
obscured

������������.�.
-embracing

���
��6��8�g��	@�����g�0������� ��.5�8��.#���)�����������!T	8���(,%��.)��(,-&~����21���5��
too

���"(��.)�g�" �6�,%�"2@�������_�����W��	(	8�"!��#V!��������W2������)���"2y����.��>	(�8��, �)���K	(6�.�.s	(����.#2�� < 6��
��������5��	
general

�8��.#�����)�����)�ABDiV��,�?������# ���%IK���)�%!�.#�" (�#!"��._?��8�"2��#!����#����/2���,%����(�)�8���#�5�)�����_�8�"2������	��F�
��2
the

����,-��2���.#�����#����!"��,�?�����������@��	K.)�������X������2��)���1����2�?��
�����_��.��#����?�� �"!"�" ������M2���?�����2g����.��
on

�����@�8��.#�����#���
E

\
mc2 ����2y�����Y��������� �

-vector
!"��,����)�������#��� ��	h(?��"!�������2����),%�"B CF���

spatial
!���,�?����������#'��	4�����;.)�������7���
��2�����������2>?����(������.)�����1?��8��!"�" (�#���*(����6�.�2q�)������	8��.).���I

automatically
	��8��,������P�
?�?�.���!������#������	 �

-vector
(?��"!"�

-time
IK���)����6��'�����1���"��2����-�
?�?�.��

the
� < 6��)����.#����!"�V?��(����!��)?�.��"&s�����y���),%�>2��).����)�����P����!"�"  �
����.)���8� < 6��)���)��������� < 6�������.#�����U.#�������)�

contraction.
� ��Ih�
�����8&Y�����!"�

mc2 ���L�1	��#��.�2*������ � 3������
����!*������� ��� � � < 6��)����.������#&;�����
�
special

�8�
.����
ivity

��1����.)�w������.��#���������)��������?�?�� ���"!��������H!���.�!
6�.����)�������������',�6�(�y��.�R�%���
valid

!�.��� (��!���.�.)�AB 14,26-27

In
�/���#(�����(��!"��.Z!"�����#� � ��&D��.��)����6����%IW�5���
���5����2����8��!��Z!"��.#!�6�.����)�����-��	F�)��� � � ��I5�#��������� �

deflection
��	4.��#�����7	(�8��, � �"IK�����1����,- ��.�	 &0������� �;��'�;�8�
.����#�"21!"��.#!�6�.����)�����*�

f
���),%��(?����
����!

refraction
6�(�����'�����K?������
�������
.~�
�����8���g� < 6������#����&D(�),��).����X�#�@�)���@�����W�
.��8���"2��>,%�
������������2�B 6-8

Newton
�" (6�,-�"q�y!"����(�#�����E�8��	(�8�"!
�������T	��#��.�2

f
���V�@�����#�����

h
�
�������@�)���@cV���(��� � W(6��(	8�"!"��&

entirely
�����
.��"�0��6�;�#�P��������� �������#�����#������.4	��#��.�2

g
� \

GM / r2).
� �h�����

n
6�R�" � �8��?���(�)���#���

XLI,
���y!"��.#!�6�.��
���4�����~� �"(6�.��)�����T2���	(.��"!
���������)�����Y?����8�
����.���!'���������#K��	7.��#�����A� ���AK�
�������(�����;�����

Earth’s
���),%��(?������ �"B0CE���T�" (6�,�?��������*��	4?��
�8������.)��!>���(������F�8� < 6��)�8�" mc2 ���q���>� < 6��
���"2q�#�

the
?������
�����#��.@������� �����#����,

mfr
� 
 � !"�� �

),
� < 6�������.#�����~�#�����������8�����)�����)��������.

GMm
� 
 �

cos
�
) } r,

IK����.#�~�����~6� �'��	 � � ��?���(���)����� � � j �#K� < 6�������.#�����A�#���~,%��2���	(��!"�
����������	
c2 ���q�����

factor
� 
 –

$
fh / c2)

�)�������h ��,%�hIh�
����F�����5?����)��!���?�.#�q��	;� < 6������
.�����!"�5��E6� �"2h�#�h,%��2��)	��
c2 ��� � 
 –

$
gr } c2)

��� � –2 ������� �������#�����#������.-������2��)���0B
Significantly,

���),%��(?����
����!
refraction

�# (�)��.�.k!"��.#!�6�.����#�"2=���a,-��2������ ��(��� ������,���!���.��#� � ��������3�p6������� �)���
old

corpuscular
�����"���(� �

7 The gyromagnetic ratio of the electron����

Relativity
���"1��.# ���������n�� (6�,%��2��#�%���������"2��"2-���N� � ?�.#�����N�����%�
����,%��.#��6�q,%�"�����
����!

moment
�
r,

� < 6�������.#������.)�A& �����@���e�8��,%�����������#!4�8���)���y��	/�Kfh�����/�
.��"!��)�8�����"! < 6��)�������������
�8���1�
magnetic

	����
.�2�BQ��!"!"���82��)������� � !�.��� (��!���. � �8�"�"R���������0&Q�)�~���"/���"����(6�?�?��� ��2�&X������.���!���� ���
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changing
���#Y������6�.#���~	(�8� < 6��
��!���	(�8��, �

0
��� � �"! < 6��)�8�"V������� ���������5,%�"�����
����!5	��#��.�2

B
��	

the
	 ����,

m
� � 2 –

�
0
2)

\
e
�

0rB
&

leading,
��	(�����U	8�"!
�������#�������#���g��	 � � 2 –

�
0
2),

�#�T���g������6�.#���S	(�8� < 6��
��!��P!
�������0�

∆
� \ eB

2mr
B

However,
�K�8��.#�����)����(�)��!W��	�	 �"!��

(the
CE����,%�"7?��8��!"�" (�#����&D���0���)� � ����(6��8��X�)�����s�����@!�.#�" (�#!"��.

e
�

0rB
����8��?�.#�"!"�"2;����$

e
�

0rB,
.����"2������V�#�

∆
� \ eB

mr
B

But
�8��.#�����)����(�)��!�����2g!�.��"R(��!"�
.X���8������,-������@!"���)��!���2���IK������&��"@I5�)���g�����Y.��#�����X������2������

example,
�)���

kinetic
�����

rgy
� < 6������#�����#�� �"!"�������# �"2�����)���*�����H��?�?�.)���"2�����!
�������������

conditions,at the instant we ‘switch on’ the field.
CE������&�IW�Y��6��#��,%���)��!"�
.�.���IK�����#�

1
2 m(

� 2 –
�

0
2)

\
e
�

0rB
&

which
������;,%���8��&����T?����)��!���?�.#�"&������
�T�����Y� < 6��
�������g��	U,%���)�����T	 ���S6�����	 ����, �"!"!"��.#���8�
�������

v2 – u2 \1$
as

B

So,
�)���qCE����,%�";?�� �"!"�" ������%��/���"�"2��"2��)	TIW�h���"���)��I5�)���%�)���h?����������)����.Y������� ����� < 6������#���

applicable
�#���y(���"��2��H(�����#�"&:��6��E�����E��	hIW���
?�?�.��������'3������
���#!������
�8����6� ��2y	8���W!
�������������

conditions.

8 The Dirac equation 

The
���u� ��,%�����������#!V�8�
�����q.#�"�"2�Y�������
��6��8�
.�.��y���q�)���>(6���z �"!��4��	'��.#�"!���� ���H(?�����BtxF���Z�����# &sIh�

need
�#�������)�8��2�6�!"�@����� � �)�8�"!�� < 6������#����B � ���8�'���VIK��.).F���y!"�������
���������E�����8�"IK���)���'����� � �)�8�"!

equation, � ���
∂� �  im) � \�{

or �
iγγγγ.p � m −

�
0E) � \g{T&

in
�V,-���8�>�
.��0����� ����!/	8����,=IK����������� γ ,-�����(��!"��F�8�
?�.��"!"��2h�����q!"��,����������)��������	 < 6����#�������#���

and
,�6�.)���)�������#����� �

-vector
��.#�0�����8�� B 28-36 � ���8��&�Ih�YIK���)���

�
0
\

ik    ;    
�

1
\

ii ;     
�

2
\

j i ;    
�

3
\

ki ;    
�

5
\

ij .
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The < 6����#�������#���P6������# &
i, j, k,

	8��.).���I��)���56�(6��
.�,�6�.��)��?�.)��!"���)��������6�.���E	 ��� < 6��
�����(�������� �
the

,�6�.��)�������(�����#�Z���"!��#���S6������# &
i, j , k,

	8��.�.#��IN�)���Z,�6�.)���)?�.���!������#���T��6�.#�"U	8��� � ��6�.��D,%���)����!��" [

vector units quaternion units

i2
\ 
 i2

\
–1

ij = –ji
\

ik ij
\

– ji
\

k
j2 \ 
 j2

\
–1

jk
\

–kj
\

ii jk
\

– kj
\

i
k2 \ 
 k2 \

–1
ki

\
– ki

\
ij ki = – ik

\
j
B

The
�8�
	8����,�6�.����)�������#@����!"�"  �
���%���1�����T6���2����8�������2��)���*��	@����I`�)��� � ��� �"!�� < 6������#���

relates
���M!�.��"R(��!"�
.>�����
�8����!"����R���������)�����*��6�.

es,
	 ���8&�6�����������#&~IW��!"�
�+�"�"���.���2��
�������T�����

Dirac
� < 6������#����&X���#�������%i/����� �"(?�����2�����!"� � �(����!��)?�.��"B 	 ���#��3���������!�.��"R(��!"�
.;�8�
.����)�����������!

energy-momentum
!"���� ���(�������#���g� < 6������#����[

           E2 – p2c2 – m0
2c4 \1{l&

and
	8�"!
�����(�����Z6�(�)���>��6�� < 6��
�����(������� -multivariate-4-vector

��?���� ������� U���T���)���"[

�
± kE ± ii p � ij m0)

�
± kE ± ii p � ij m0)

\1{TB

Adding
����� � ?������������#��.m�#����, ����2 �8��?�.#�"!��)��� �)����.#��	��

-hand
���8�"!
3����w��� < 6�������6�,

differential
��?���� �������  &�IW�Y���������)�

�
�
�

�
�
�± ik

∂
∂t

± i∇ � ijm0 �
\�{

,
where

   �  = �
± kE ± ii p � ij m0) e

-i(Et - p.r) B

The
	 ��6��/ ��.�6��)������7?��� (�)��.��@IK�����

± E, ± p,
,%�
�>���4�8��?�� �" �����#�"2'���1�@!"��.�6�,��y����!������

with
�����F	8��6��U�����(,% [

(kE + ii p � ij m0)
(kE − ii p � ij m0)
(−kE + ii p � ij m0)
(−kE − ii p � ij m0)

&

representing
�*�������.#� < 6������)6�, (�����#�"B 	 �H!"���b?��8��!"���"2H�#��(����Iv�)��������(?���� 
 ����R���

wavefunction
� ����!"���(?����8���)�����V	 ����,������

-antifermion
!"��,��������
������� � ��U�)���Y(6�, ��	
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(kE + ii p � ij m0)
�
−kE + ii p � ij m0)

(kE − ii p � ij m0)
�
−kE − ii p � ij m0)

(−kE + ii p � ij m0)
�
kE + ii p � ij m0)

(−kE − ii p � ij m0)
�
kE − ii p � ij m0)

while
�Y�?����g{;���� ���T�#U�����;(6�,9��	

(kE + ii p � ij m0)
�
−kE − ii p � ij m0)

(kE − ii p � ij m0)
�
−kE + ii p � ij m0)

(−kE + ii p � ij m0)
�
kE − ii p � ij m0)

(−kE − ii p � ij m0)
�
kE + i i p � ij m0)

&

each
,�6�.��)��?�.)���"2b���w�)���H6�(6���.�� � ?����������)����.y	8���(, �)� !�� �"���)����� ������Ih�
����	�6���!��)������B5CF���

fermion
Ih�����
	�6���!��)����� �����	�	 �"!����)����.��������).�?������
��� � �� < 6���� ���8�����>��	�{ � &K�
��2������y����R���

wavefunction
� ?�� ��2�6�!��H��	%��IW�+����.�?����#������ � �"�"!�������������.)?������������#�w�)���w��������� � B

The
multiplications

����� �@���8�@ !"�
.����X,�6�.����)?�.��#!"�����#����5��	/� �
-component

���8�~���"!
����� � !"��,�?��� ��2
of

�����/.���	(�
-hand

���8��!�3����� � &u� ��?��8�"R�������)���W�����5?������)��!�.#�q(�#������ &A����2��/3��������"!��#��� � !"��,�?��� ��2
of

�����F���#�����
-hand

���8�"!
3����� � &��8��?�� �" �����)�����V�)���Y�����)��?����(����!
.��Y������#�" B

9 Electron spin from the Dirac equation 

The
!"���0���������#������.'��� �"����,-��������	1�?����N�����)�8��2�6�!"�"q�)����	8�"!
�����1$-�)���8��6����N������?�� ��?������)�+��	

noncommutation
��	X���"!��#���/��?����8���#���8 B�xs�8��, �)���'(���
��2����82Y����� (��������	7�)��� � �)�8�"!'� < 6������#����&

we
�����#���)�

�
σσσσ̂, H]

\ �
σσσσ̂, i �

0γγγγ.p � �
0m]

B

whereH
��U�)��� � �
,���.)�������#����&����S�#������.7�������8�G�P��?���� ������� &�����2

σ̂l = i �
0

�
5

�
1
&�IK���)�

l
\ 
 &�$�& �

and
                                    i �

0γγγγ.p
\

i �
0

�
1p1 � i �

0
�

2p2 � i �
0

�
3p3

B

Translating
�����#U�����#�T��6��S���"I

Dirac
	8���(,%��.)��(,-&�Ih�Y�����#������[

σ̂1
\

–i
�

σ̂2
\

–j
�

σ̂3
\

–k
or

σσσσ̂
\

–1
&

and
γγγγ
\

i1
&

where1
�#U�����Z6����)� � (?���� � ���"!������ B
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Since� 0m
\

ikm
����~���T����!������4�#����,�����2

σσσσ̂
��� < 6����#�����0������&0��������!"��,�,�6�����&s����2�Ih�

may
2����(�����Z�)���Y!"�����������)��������.

�
σσσσ̂, � 0m]

\1{
and

�
σσσσ̂, H]

\ �
σσσσ̂, i � 0γγγγ.p]

B
Now,

i � 0γγγγ.p
\

–j
�
ip1 � jp2 � kp3)

B
So,

�
σσσσ̂, H]

\g$
j
�
ij p2 � ikp3 � ji p1+ jk p3 � kip1 � kj p2)\

2ij
�
k(p2 – p1) � j (p1 – p3) � i(p3 – p2))\1$

ij 1 × p
B

In
,-���8�;!"�������������#������.Q�#����,- &

�
σσσσ̂, H]

\g$
iki

�
k(p2 – p1) � j (p1 – p3) � i(p3 – p2))\1$

ik γγγγ × p\1$
� 0 γγγγ × p

B

The
	8�"!��#���w$ ��?�?��"�
�8r�"��b�8�"�6�.�� ��	*������!"��,�,�6����
��������B � ?��"!
��	��#!"��.).��Q&q�����#*�����

anticommuting
?��8��?��
�����*��	5�����',�6�.)���)�������#�����'���"!��#���8K�����)�

e �
,-�����(��!"�"WIK����!���?��8��2�6�!"�"

the
2���6��0.���������	�	 �"!��#BuCE����F�#F�)���/�8��(6�.��~Ih�hI5�#(���"2h�#�P�"!����#�����"B CE���5� �"(�Z��	E�����W2������)�������#���

is
?�6�� ��.��y	8���(,%��.#&s����2�!"�������q2������>�����)�����'!��������������#������.�.)�-���Z�����)���V���"I+	8����,-��.��#(,%B j 	 L

is
�)���Y�������)����.7������6�.#���S,-��,%�����)6�,

r × p,

�
L , H]

\ �
r × p, i � 0γγγγ.p � � 0m]\ �
r × p, i � 0γγγγ.p]

B

Taking
��6��7!"��,�,-���T	8�"!
�����8R&

�
L , H]

\
i � 0

�
r , γγγγ.p] × p\

–ki
�
r , 1.p] × p\

–j
�
r , 1.p] × p

B
Now,

�
r , 1.p] �

\
– ii

�
�
�

�
�
�

x
∂ �
∂x

–
∂(x� )

 ∂x
– ij

�
�
�

�
�
�

y
∂ �
∂y

–
∂(y� )

 ∂y
– ik

�
�
�

�
�
�

z
∂ �
∂z

–
∂(z� )
 ∂ z

\
i1 �

B
Hence,

�
L , H]

\
– ij 1 × p

B
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This,
�"�t������&�!"�
�T���Y!"���������(���"2;�)�����T!"�����������)��������.D�����(,% [

�
L , H]

\
iki 1 × p

\
i � 0 γγγγ × p

B

Using
���_�" �Y� < 6��
��������R&�Ih�Y2��
�������

�
L – 1 } $�&

H]
\g{

or
�
L � σσσσ̂ } $�&

H]
\1{TB

Hence,
�
L – 1 } $ � ��� �

L � σσσσ̂ } $ � ��Y�q!"����(���
���K��	~�)���V,%����������BtCE���V�),�?����(�������~�"(?��"!
�4��	
this

2����(�������)��������K�������E�����'	8��!������h$y�#4������� ��2�6�!"�"2g�"@�Y�8�"(60.��/��	W�����)��!"��,�,�6����
�������g���g�����
products

��	S,�6�.��)�������(�����#�Z,%��,-������6�, ��?����8���#���8 B

10 The Schrödinger equation 

Now,
���U,��#�����S���>�� (6�,%��2q�������U�����>(?��)�������(, �

σσσσ̂ } $ � ��E�����)�8��2�6�!"�"2�I5�)���P�)���/�8�
.����)�����������!
aspect

��	5�)��� � ��� �"!�� < 6������#����B � ��Ih�����
�8&:6�������>�����Y,�6�.)���
variate

���"!
�����8R&UIW��!"���M���������)�
effectively

�)���Y ��,-�Z�8�"�6�.��Q6�������V�)���Z�����
-relativistic

� !���� � 2��)���0���4� < 6������#����&

(E − V) �  \ p2

2m �  ,

by
2����(�����)���*�����M������,%��.#��6��,%�����������#!�,%��,-��������	��������
.��"!
���8���+�)�+������?�� �" ����!�����	-�

magnetic
	����
.�2

B.37 � ?��)��&t����	 �
ct,

�#Z?�6��8�
.����V?��8��?����(������	~�)���V,�6�.)���)�������#�����V���
��6��8�q��	~�����
p
�#����,-& ����2Y���"S���������)���;����2���I5�)����I5���
�������7�)���'� < 6����)������6� �"2Y�#S�8��.#�����)����(�)��!'���S�����#B j �Q��

significant
�����8�h�)�����~�)���P(�#����2����82%2��
�������
����������	V����� � !
��� � 2��)���0���q� < 6������#���-���"���)��qIK���)�

the
!�.#�" ���!"��.7� � ?��8�"

sion
	 ���S3������
����!;�������8�G�A&

p2 /
$
m

\
mv2 } $�B

T
\ �

E − V) \ p2

2m ,

followed
���g(6���������)6����#���%��	E����� < 6�������6�,���?���� ������� 

E
\

i ∂ } ∂t
����2

p
\

– i ∇,
�"!����)�������

the
IW������	(6���!����#���

� ,
	 ���S�)���Y!"����� �"(?�����2��)���>!�.��� (��!���.Q�#����,- &����T�G�����"[

�
E − V) �   = − 

1
2m ∇2 �  

or
i 

∂ψ
∂t

  − Vψ \ −
1

2m ∇2ψ ,

in
�����F����,-�

-varying
!��" �"B

Now,
�)�U�#F?��� (�)��.��5���P(����I��)�����_����� � !���� � 2��)���0���V� < 6����)��������/��	�	 �"!����)����.��g�K.��),��)�������
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approximation
���P�����q���#(?��������;	8����,a��	Y����� � ��� �"!�� < 6����)�����������)���q�8�

lativistic
.��),��)��B j �

principle,
������T�����6�.�2P,%�"�
�H�)�����4�)����(?����bOk�����(,o�����
�'���(�� ��V	�� ��,=����� � �)�8�"!P� < 6������#���

has
���������)��������2���I5�)���������q	 �"!��Z�������Z�����P� < 6��
�������%�#V�8�
.����)�����#(���#!"&Q��6��~�#>�h�8��(6�.��Y��	;�����

fundamentally
,�6�.)�������
�����
���;�����)6��8�T��	~�)��Z6�R�>��	~�)���V,%��,-������6�,o��?����8�
�����8&s� < 6�������.#�����S�#�

the
6� ����	 � ��6�.)��,%�
�����#!"�" B j �l?��(����!��)?�.��"&TIW�r(����6�.#2����r����.#�*���n�����I��)�����y���b���"I

information
!"����!"���(�������>�����Y	 �"!������W$T��4�)�����8��2�6�!��"2�IK���)���?��"!��#��.X�8��.#�����)�����)�AB 	 �Y����3��Y�����

Dirac
� < 6������#���T���T�)���Z	8���(,

(iγγγγ.p � m − � 0E) � \g{

and
!�������R�"&7IK��������6��F.���Rq��	q�0������� ��.��)���Q&D�����@,%��,%�
����6�, 2���� �"!����#���

ipx
\

p.
� �
�8�y�"�0���)��&

also, E
����2

p
� ��?��8�"R�����w����� < 6�������6�, 2���	(	8��� �������#��.p��?���� �������  &H� ���������L�)����� �)�������

eigenvalues.
CE����U�)��,%��&�Ih�Z,-��3��Z�)���Y!"�����������)��������.7!�������!"��4��	S,-�����(��!"��U	8�

r � :

�
�
�

�
�
�

0

0

0

1

0

0

1

0

0

–1

0

0

–1

0

0

0

and
	
or � 1:

�
�
�

�
�
�

i

0

0

0

0

i

0

0

0

0

–i

0

0

0

0

–i

leading
�#�;�����Z� ��?��8�"R���������)������[

 

�
�
�

�
�
�

p

0

0

E − m

0

p

E − m

0

0

−E − m

−p

0

−E − m

0

0

− p

�
�
�

�
�
�

� 4

� 3

� 2

� 1

\1{TB

This
!"���>���Z�8�"2�6�!��"2;���;�)���Y!"��6�?�.���2T� < 6������#���� [

(E − m) �  \ p� &
and

(E + m)�  \ p� &

where
���_�Z����(?��)�����84�
�8�Y���)�����T���

� \
�
�
�

�
�
�

� 2

� 1 &

and
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� \
�
�
�

�
�
�

�
4

�
3 B

Then,
�" (6�,������V�)���Z�����

-relativistic
��?�?�� � � �),%���)�����

E ≈ m,
	 ���S.���I

p,
Ih�;���������)�

�  ≈
p

2m
�

and
(E − m) �  \ p2

2m
�  .

Using
�)���1 ��,-�g�
?�?��8� � ��,-�����#����& � ,

�����8��&Z��.# �����"!"��,%�� � .
iV�������
�����������
.�.��Q&F��	y!"��6��8 ��&

the
� !

hrödinger
� < 6������#���b� � !�.�6�2��";�)���q,%�"RT�������8�G�

m
	(�8��,=�����q�����#��.@�����
�8���������(,

E,
and,

���T�)���Z?��8�� ����!"�Y��	4�Z?������
�������
.X������� ���
V,

IW�Y�����#������[

(E − V) �  \ p2

2m
�  .

11 Electron spin from the Schrödinger equation 

Here,
���PIK��.�.h���� �"�
�+�������h������	 �"!������-$

in
�����M!
.��" ���!"��.W?����#�������#��.P�
�����8���m� � ?�� �" (�#���

ultimately
!"���(������y�����
�'�������������1 �
,%�>	8�"!
�����'���H�����1(?��)�H�����(,�	8���'�����1��.#�"!��)�8����B j �b��6��

operator
�����#�����#����&t����� � !
��� � 2������t���Y� < 6������#����&AI5���
�������F	��#��.�2

-free
���F���P�)���/?�� �" ����!"�h��	Y�

field
IK���)�T���"!������U?����������)����.

A,
!����T�

e
IK�����)�����T�)�T�����Z	 ����,-&

$
mE�  = p2�

Using
�Z,�6�.��)�������(�����#�"&

p
\

–i∇∇∇∇ � eA,
IW�Y2������)���"[

$
mE�  =

�
–i∇∇∇∇ � eA)

�
–i∇∇∇∇ � eA) �  

=
�
–i∇∇∇∇ � eA)

�
–i∇∇∇∇ψ � eA � )

= –∇2� – ie
�
∇∇∇∇.ψA � i∇∇∇∇ � × A � A.∇∇∇∇ � � iA × ∇∇∇∇ � ) � e2A2�  

= –∇2� – ie
�
∇∇∇∇. � A � $

A.∇∇∇∇ � � i � ∇∇∇∇ × A) � e2A2 �

= –∇2� – ie
� � ∇∇∇∇.A � $

A.∇∇∇∇ � ) � e2A2 � � eB �

=
�
–i∇∇∇∇ � eA).(–i∇∇∇∇ � eA) � � eB �

=
�
–i∇∇∇∇ � eA).(–i∇∇∇∇ � eA) � � $

m µµµµ.B
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This
�#Z�����>!��������������#������.S	 ����,���	Z����� � !
��� � 2������t���Y� < 6������#���P���%�/,%�����������#!/	(����.#2h	8���

spin
6�?�&E����2P���~��;������$

mµµµµ.B
���
��,aIK����!
�%��V� �"(?�����(�)��.��h	 ���;�)���P��.���!���� ��� � >������,-��.���6�

magnetic
,%��,-�����

.
CF���yIW������	�6���!
��������!"�����������)�������h !���.��
�q���5���).�?������
����B � ������� (�����T�����

(relative)
(���G�g��	

eA
	8���4(?����g2���IK��&�Ih�;���������)�

2mE�  =
�
–i∇∇∇∇ – eA)

�
–i∇∇∇∇ – eA) �

=
�
–i∇∇∇∇ – eA)

�
–i∇∇∇∇ – eA) � –

$
m µµµµ.B

B

We
!"�
�% ���5	(�8��,������#V2����(�������)�����y�������s�)���4	8�"!��#���/$@�#7�������y�����)�8��2�6�!"�"2yI

ith
�����4�)�8����(�)���#���

in
����� � !���� � 2������0�
��� < 6����)������	�� ��,o������!�.#�" (�#!"��.43��)�������#!P�����
�8���g�����(,%&X����2�&X�
�~������ ��,%�

time,
?��8�02�6�!"�"2;���W�����Y�����)��!"��,�,�6��)�����V�����)6��8�Y��	U�����Z,-��,%�
����6�,9��?��
�8���#���8B

12 The Heisenberg uncertainty principle 

It
��;?��8��!���R��.��g���"!"��6�R�h����� � !���� � 2������0�
�T�

quation
�#>2������)���"2����#�P�h3������
����!��������8�G���#����,

that
������/	8�"!
�����T�
������� V�����#�������P� � ?�� �" (�#���%	8���;�)���P(?��)��&X����2������#/?�� ��!"�" 5��q��  �����)����.).��

the
 ��,-�*�"T������?��8��!��" gI5���#!���&F�)���8��6����������������)��!"��,�,�6��)����� < 6��������)���#�"1��	T����� � �)�8�"!

equation,
,-��3��" �

L � σσσσ̂ } $ �
a

!"������������/��	K�)���',-�����#����B �W�����#!"��,�,�6����)���g��?��
�8���#���8@��.�R�
introduce

�����Y	 �"!������'$T�)�1����� � ���� �
�������8�q6���!"�
�����
���������8��.#���)�����1	8���4�)���T ��,-�;�8�"�"R����&��
��2
the

� �
�� �
�������8�>���
��,9�8�
.����#�"@2����8��!���.)�P���>�����T���
�8�
-point

�����
�8���-2������)���"2>	��8��,v�����;3������
����!
energy

��	J�)��� �����(,%�����#! �� !
�
llator.

CE���9	8����,-��.J2����(�������)����� ��	��)��� � ����R���������8�
uncertainty

�8��.#�����#���d�" (6�,-�"��r(�#�����H�8��?�� �" �����#�"2����k��(���
���H����!������ ψ IK����!�����M�
�
eigenvector

��	W��������?����8���#���
P. j ���)�����!"�" �"&�������� � ?���!����
�������M����.�6�����	h�)���������(������.#�

p2

becomes �
p2>

\ � *P2 �

and
�����F,%�"���g < 6����8�"2;���
�����
��!"�

�
∆p)2 \ � *{ P –

�
p>I} 2� \ � *P'2�

if P'
\

P –
�

p>I andI
�#4�Z6������D,%���)��� � B � �),���.#����.)�A&�	 ���K��?���� ���#���

Q,

�
∆q)2 \ � *{ Q –

�
q>I} 2� \ ��� Q'2 � B

SinceP' � �
��2
Q' � �
�8�Z���"!
�����8R&

�
∆p)2 �

∆q)2 \ � � *P’2� )
� � Q'2 � ) ≥

� � *P'Q' � )
� � *Q'P' � )

≥ (1/2)
� � *P'Q' � – � *Q'P' � )2

≥
� 
 } � �

( � *(P'Q' – Q'P') � 
�

≥
� 
 } � � �

P,Q]
�
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Hence �
∆p)

�
∆q) ≥

� 
 } $ � �
P,Q]

≥ h̄ /
$

if P
����2

Q
2��q�����4!"��,�,�6����"BtCE���>(�#������	(��!"�
���K�"(?���!��4��	F���0��F?�� ����	Z�#F�)�����U�)���/	 �"!������;$h�)�

the
� � ?�� �" (�#���

h̄ } $T!"��,-�"U	(�8��,`�)���Z������!"��,�,�6����
�������g��	U�����
p
��?����8���#���8B

13 The harmonic oscillator 

The
	8�"!��#���q$����-�)��� < 6������)6�,����
��,%�����#!��� !
��.�.#�������/��h!�.�������.)�*2������)���"2�	�� ��,��)���W	 �"!��F�������

thevarying
?����������)����.F�����
�8���h�����(, �"2�2��"2Y���Y�)��� � ��,���.)�������#����&

m� 2x2 } $�&��#S����3��
�y	(�8��, �
classical

�����(,���	K�����
mv2 } $��)�u?��"B � ��& �)��� � !
��� � 2������t���@� < 6��
�������1	 ���4�����T���#�0����	(6���!����#���

un(x)
����2N�����t��������.�6��

En,
IK���)���)���

h̄2 � � ?�.��#!����).��H����!�.)6�2��"2 ����2��)���-(?����)����.>2���,-����(������
reduced

���;�)���Z.��)���"���
x,

���"!"��,%�� [

�
�
�

�
�
�− 

h̄2

2m
∂2un(x)

∂ x2 � m� 2x2

2  un(x)  =  En un(x)  . 

This
� < 6����)������&��"@ ��.����"2T���M(�#����2����82T��� � �#@��� < 6������)6�,9,%��!���������!� & ?�� ��2�6�!"�"@�T��� ��6���2

state
������� ���

h̄� } $�&EIK�������)���q	8�"!��#����$%�����#�������
�������y���%������$
m

�)�%�����P���(�����)����.'� < 6������#����B
We

2���	��)���Z�)���Z���"I �������#����.��"

                                      y
\
�
�
�

�
�
�m�

h̄

½

x           and � n
\

En } h̄�
&

and
�����

equation
����IN����!"��,%�"R[

�
�
�

�
�
�∂2

∂2y
− y2 un(y)

\
�
�
�

�
�
�∂

∂y
� y

�
�
�

�
�
�∂

∂y
− y un(y) � un(y)

� 
 �

=
�
�
�

�
�
�∂

∂y
− y

�
�
�

�
�
�∂

∂y
+ y un(y) − un(y)

\
−2� n un(y)

B � $ �

From
�)����~Ih�Y2��
�������

�
�
�

�
�
�∂

∂y
− y

�
�
�

�
�
�∂

∂y
� y

�
�
�

�
�
�∂

∂y
− y un(y)

\ �
−2� n − 1) 

�
�
�

�
�
�∂

∂y
− y  un(y)

� � �

and

�
�
�

�
�
�∂

∂y
+ y

�
�
�

�
�
�∂

∂y
− y

�
�
�

�
�
�∂

∂y
+ y un(y)

\ �
−2� n + 1) 

�
�
�

�
�
�∂

∂y
+ y  un(y)

B � � �

From
� � � &�Ih�Y,%�
��2������)���������)����� �

∂/∂y − y) un(y)
\*{�&�I5���#!���?�� ��2�6�!"�"@��2�������� �0�����

solution,
��� �

∂/∂y − y) un(y)
\

un+1(y)
�  ��� � &�IK����!��T,-�"����U�)�����

�
�
�

�
�
�∂

∂y
− y

�
�
�

�
�
�∂

∂y
� y un+1(y)

\ �
−2(� n + 
 � − 1) un+1(y)

&



22

which
�� � $ � 	 ���

un+1
��	

�
n + 
 \ �

n+1
B

From
� � � &SIW�@,-���H�������
��� �
�������
� �

∂/∂y + y) un(y)
\*{�&UIK���#!����G�����"46�4��������� ��6���2�(�#�����

eigenfunction, u0(y)
\�� � ? �

−y2 /
$ � � ��� �

∂/∂y − y) un(y)
\

un−1(y)
�  ��� � B j ���)���q.����)�����

case,
� � � ����!"��,%�"

�
�
�

�
�
�∂

∂y
+ y

�
�
�

�
�
�∂

∂y
− y un−1(y)

\ �
−2(�

n − 
 � − 1) un−1(y)
if

�
n−1

\ �
n − 
 &

which
���)���"V6�>�P2��# !�� �����PR�����#�">��	T�
�����8���#�"

En
���

nh̄�
���������@�������G�8��6���2-(�#������BDxs�8��,

the
��� ��6���2T(�#�����Y�
���0����	(6���!����#���g����2 � 
 � &�Ih�;���������)�

$ �
0 − 
 \1{T&

which
���)���"U6�U�)���Y���8��6���2T������#�Y��� � �����8�

-point’
������� ���

E0
\ h̄�

2
B

Here,
IW�>!"���H2��
�������/�����V	 �"!������Y$q���

E0
2��)�8�"!
��.���	(�8��,d�����/�)����� ��2�6�!����#���P�����#� � !���� � 2��)���0���

equation
��	S�)���Y!�.#�" (�#!"��.Q�#����,

m� 2x2 } $�&�IK����!��T�#4� < 6��)����.��
���Q��� mv2 } $�B

14 The Klein-Gordon equation 

From
������� � ���8��!P����2 � !���� � 2��)���0���>� < 6������#���� &XIW�� �"�@�����
�Z	 ����,�������/���
���W����.)	

-integral
spins.

� ��Ih& ��������&D2���IW�h� � ?�.#�����������K�����������8��.Z(?��)��V��	E����R���� &Q(6�!
�%�"X�����K?���������� � CF���
answer

����� �%�#P�������#&hIK����.#�%�)���-	8���(,������`� < 6����)����� ��P�����-3��)�������#! ������� ���l� < 6��
�������p��	
Schrödinger

��� � ��� �"!"&0���" ��2����
mv2 /

$����
p2 /

$
m,

�)���V���� ���H� < 6��
���������#Z�����/?����������)����.
energy

� < 6����)������&:���� �"2����
E

\
mc2,

I5����� �
m

�#5����I��)��� � �8�
.����)�����������! � &��8���)�����K�������g�����
rest

,-�" RB � ��!"���"�0���)��& �)�����������G���M��	K�����Y	8�"!
�����@$>��'R�"���1���1�)���;�������#��.7� ��.����)�����1�����#Ih�"�
�
kinetic

����2q?����#�������#��.K�
�����8���#�" BtCE��� � .����)�
-Gordon

� < 6��
�������_&sI5���#!��H��?�?�.��#�"Z�)� < 6�������6 m
mechanics

���������'?�����������&U2������)���"4����4�)�����"��� ��./(?��)������.)6��"4	�� ��,9�����Y	8��!��X�������X�)��@������� ���
term

!"�������
����>6������'����.)6��"1��	T�����P,%�� 
m.

CV��2��
���������)������ < 6������#����&/IW� < 6������)�����������
classical

� ��.����)�����#(���#!Y������� ���
-momentum

� < 6������#����&

              E2 – p2c2 – m2c4 \g{l&

directly,
�#�T���������)�

                
∂2 �

∂t2
– ∇2� \

m2 � &



23

in
6�������wIK����� �

h̄ = c
\ 
 B j �d�����r���).�?������
������.��0�
���8�"&>�)��� � .#�����

-Gordon
� < 6������#���

automatically
�
?�?�.�����h����	 ����,������� &K�"�Ih��.).T�"W�������� ����R&S���"!"��6� �y���T���,�?�.)�*�)������.����"

pre-multiplication
��	Y�����8�q�����/���).�?����#�����42��)	�	 ���8�����)�

al
��?���� ������� BucV  �����)����.).��Q&AIW�/���
3��/�����

Dirac
� < 6������#���

�
�
�

�
�
�

ik
∂
∂t

± i∇ ± ijm0 �
\�{T&

where
        �  = �

kE ± ii p ± ij m0) e
-i(Et - p.r) &

and
?��8�

-multiply
���

�
�
�

�
�
�

ik
∂
∂t

± i∇ ± ijm0
���T���)���

�
�
�

�
�
�

ik
∂
∂t

± i∇ ± ijm0
�
�
�

�
�
�

ik
∂
∂t

± i∇ ± ijm0 �
\�{T&

or

�
�
�

�
�
�∂2

∂t2
– ∇2 – m0 �

\1{TB

15 Relativistic mass and rest mass 

In
?����)��!���?�.#�"&F�)���13��)�������#!*�
�����8��� � ��.��
�������b��T6

sed
I5���
�nIW��!"����(�#2����g�P?������)��!�.#�H��g�
�

object
��� �)�� �
.�	8&K2��� !����)���"2��������8�"��;,%�� 

m0,
6���2����8�t����������!"�������)��6���6�P!��������0��BSCF���

potential
�����
�8���T� ��.����)��������X6� �"2�IK�����-Ih�@!"����(�#2����/�4?������)��!
.��@I5�)�����)���)�� � �������)�8����,-����� � &

with
� �8�
.����)�����������!',%��  � & ������� � < 6��).��)������6�, (�#�

te
�8� < 6������)���g��2��# !��8�
���'���8�
��(���)������	 ���W�����

change.
CE���m� � �#(���
��!"�m��	��)���" ����IW�p!����� �������
�������v��	������
�8�����
?�?��8���"!�����%����%���
���

profound
��,�?�.���!������#���� &A����2P�
����R�"F	(�8��,=�/�����(��2�����?�(�)�8���)6�,�����?����Q(�#!" B � �����
����!W������� ���

may
���h�"  ��!��#������2PI5�)���P� �"(��,%�"R &u���"!"�
6� �/�)�4!"�
���

ot
���h2���	��)���"2PIK���)����6��U�)�

–
�����W!"��6�.#2

consider
.����G��� � (.���IK����� 2���IK� � �)� �����8�
�������
���������
.y	(����.#2���*��	(	8�"!
�������
.���� < 6��)����.��������#�

adopting
�+� �"(�%,-�"  &g����2�&g��	 !"��6��8 ��&T?������#����+2����"! < 6��)�8� � �
	�	8��!����)����,%�" R�" � �)�

condensed
,-�����#���8B � �����
�������
.@������� �����#T�"  ��!��#������2HIK���)� � �

elativistic’
,%�� V���"!"�
6� �h�����

latter
��

defined
�)���8��6����w��?����������)����.q������� ���

-type
�#����, �

E
\

mc2),
.)�������/����	(�8�"��(?��"!"�

being
�)���>� � �)�8��,-�>!"�" ��&sI5�)�������q3������
����!q�������8�G� } �8�"(�U,%��  &s����2 
 {�{q?����Y!"�����U?����������)����.

energy} �8�
.����)�����������!4,-�"  B�CE���W2��� !����)?����#����& �)�-�"2�2��)�
ion,

 ����,%7�#�@	(���s����IK�����y�����~���
.��������
that

�0���"V����&u	8���;�/,-�����
�����
.U?����(���#!�.��"&QI5�����%Ih�h� � ?�����2W�)��X�8��.#�����)����(�)��!K,%�"R
-energy

�#����,
(mc2)

���*	(����2*�)���3��������)��!M�
�����8��� �
mv2 /

$ � B � ���*Ih��� ��	�.#����3����������@���@��T��������3��������
relativistic

�
�����8����!"���� �
�������)�����g� < 6����)�����

            E2 – p2c2 – m0
2c4 \1{lB
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We
!"���1���
3��;�8�"�0�
�82>�����#Y�"Y� � �8��.#�����)����(�)��! � ,%�"R � ?����#�������#��.K�
�����8��� � � < 6������#���H��	~�����

form E
\

mc2 � ���8�������)���H�
�W�����g�t�1�)���T?��
�����#!�.��>�)������� �"!����)����I5�)���H���#y�
�������8����,-����� � &Z�
��2
proceed

��� < 6��������#���;���1� � .����)�
-Gordon

� < 6����)������& with
�����#�"��� ��.5(?��)��B0�h.)�����(�������)����.��Q&sIh�

can
 ��?��
�8���#�Y��6��Q�)���Z3������
����!;�������8�G�h�#����,p6�(�����V�)���Z�8��(�Q,-�" 

m0.
xs� ��,

  E2 \
m0

2c4

�
�
�

�
�
�

1 –
v2

c2
–1 &

we
�#��3��Z�)���Y < 6���� �Z�8�����#&�����2T�������
���

  E
\

m0c
2 � m0v

2

2 � �

B

The
� !���� � 2������0�
�W� < 6������#����& of

!"��6��8R�"&_�����# �"~	�� ��, �����#'��?�?�� ���"!���& < 6��������#�R����� mv2 /
2

���b������	8���(,
p2 /

$
m. � ��IW&V��gIW�P��������(����IK��&E6�(�)���N�P,�6�.��)�������(�����#�P	8����, ��	T�)���

momentum
��?���� ������� &

p
\

–i∇∇∇∇ � eA,
����� � !���� � 2������0���'� < 6����)�����1?��8��2�6�!"��~�����;,%�����������#!

moment
��	Y�)������.��"!
���8����&EIK���)�H�)���h�8� < 6����8��2 half-integral

���
.�6��P��	>(?�����&Q�)���PO9!"��,��)���
from

�����~�#����,
mv2/2

���
p2/2m;

����2Y�)�Q��~��.� �T�
	�	8��!����)����.����Z.)��,��)���)���>��?�?��8� � �),%���)�����T���;�)���
bispinor

	8����,���	E����� � ���8��!h� < 6��
��������B j ��?��(����!��)?�.��"&:�"5Ih�4���
���WR�"����&�������7,-�"����7�������s�)���
spin

Or���
��,k�)�����E���(�� �"S	(�8��,p����� � ��� �
c
� < 6����)�����T���"������������_�V���T2��TIK���)�T�����Z	 �"!��Q�)�����Q�)���

equation
��W�8��.#�����)����(�)��!"&S��6��>�����# �"h	(�8��, �)����	�6���2��
,%�����#��.�.)�*,�6�.��)�������(�����#�y�����)6��8����	W���#

use
��	Y���_�q,%��,%�
����6�, ��?���� ������� B 	 ��!"��������Iv ���q�������4�)�@!"��,-�";	�� ��,o�����W�������M�"!��Y��	

square
�8�0���������'�����W������� ���g� < 6����)�����������)���@ ��,%�@IW���1�"7�)�����F��?���� �����#����?�� ��2�6�!"�"

mv2 /
$

in
�����>�8�
.����)�����������!1� � ?������������BsCF����Ok�# &A���b�"  �
��!"�"&E��(�#������,-�����@��	Y�)�����"!��@��	T < 6����8� -

rooting,
IK����!��1��'� � ��!���.)�%IK�����7����?�?�����'IK�����*IW�T(?�.��)�5{>�����#�q��IW�q����.�?����#������ � �����qO����

the
� !���� � 2��)���0���@�
?�?��8� � ��,-�����#���g�#'�;,

anifestation
��	4�����#'IK����!��*IW�T!"���1��� �"!"�;����� ��6����

the
O��)�T�����Z� ��.��
�������#(���#!Z��������,�����.7��?�?��8� � �),%���)������B
Significantly,

�)�������(�����)�N��	V�)���W	 �"!������h$���W �"���������8�'���������'?��8��!"�� hIK����!
�  < 6���� �
roots

������� � ?��8�"R(�����
E2 – m2.

CE�������(�����)� ��	5�����y ��,-�@	 �"!��#���/�)���)����2����(�������)�
on

��	q�?����
from

�)��� � ��� �"!y� < 6������#����&:�#h �������)�������'�����������#��6��h��	K�����������)��!"��,�,�6����)���>�����(,%@I5���#!��
result

	(�8��,p�������?��8��!"�"R B j �T	8�"!��#&������Z�#Ih�;	 �"!��#���8U�������F?��8�"!
�� ��.)�h�)���Y ��,-�Y�����#������B
Another

�"(?���!��W��	Y�����q?�� ��!"�" ;�#;�������
dimensionality,

���b�0�����
�8��.#&s�)����� ��2�6�!"�";��I
o

orders
��	E,-�"���������'���-�5?��
�8��,-�������

–
��	F�)���5���
.�6�� � �"X����.������G��� } �)��,%�W���V!������ �0� } ,%�"  � &

and
��	~�)���> < 6���� �"2q����.)6�� � �"F��� � �u�)���"�0��� �"��� } ���"!��#���Y�"2�2������#������	;(?��"!"�h2���,%�
��(������ &Q���

space
����2m�)��,%��&P���r�
�����8���d�
��2 ,%��,-������6�,-&����b!������ �0�" } ,%�"R �" � �����#���8��!����)��� � ���

produce
	 ���8!"�� � B j �*�T ���� �>IW�>��� �>2��������W������;I5�)����	8�
��,��#���H����2q���� ���HIW������	(6���!����#���� &

one
���e?��Z�����)���>� �  < 6����8�F�8����� � ��	S�)���Y��������� B

16 Zero point energy 

The
�),�?����(������!�� ��	P������	 �"!������%$ �)�p��.�.1��6��-� � ��,�?�.#�"�.)���"y���+�����g	8�"!��h�������h���h�8��.#�����"

together
�#Ih��?��
�8��.).���.Z�

ut
��.),%��(�Z����2���?�����2��
���'(�)�8�"��,->��	V?����A(�#!" [_�����P!"�����)����6���6�>�
��2

the
2���R!"�������)��6���6� BAc � ?�� �" (�#����;��������.)������������.)	Y6������#T��	

h̄ do
�����@(6��0�0��(�4�����
�4������� �h��
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such
�'�)�������g�"5���
.�	h�@?������#����&:��6��E�8�
?��8�" �
����&:� �������
�8&S�
� �����
�8�"�0�y���5�����#�"���8�
���"2T����!�� �"�" �

from
{W�#�

h̄ .
CE���5����.)	

-values
��� �h!����
�8�"!��#�����#(���#!h��	E�)���h!"�����)����6���6�/��?����#�����)��?����Q(��!"R&e�����

integral
�����"1��	T������2��� !�����������6���6�1��?��)������B � !���� � 2��)���0���8&7	 ���1� � ��,�?�.��"&7�8�
?��8�" �
����q�����

former,
I5�)�������8�"2�6��
.��������!y������� ���H� � !��������t������2��@3��)�������#!y�������8�G�H� < 6������#����& �

eisenberg
the

.��
�����
�8&EIK�����b�����(6�?��4��� ����(�)��������;���
��IW�"����(�#�����"/���%�����#�"�0�
�;����.)6��">��	
h̄ω,

2��
�����(,�������2
by

����R������! � ?������
�������
.Y�����
�8��� � � < 6������#���� BDfh��������?�?��8���"!
���"W���8�y� < 6���.).�������.)��2�&S�
.�������6��G�
they

�8��?0�8�" �
���T2������
�8�0�����V?����A���!"��.V,%��2���.# &K����2��)�;��W�����T(6��(?����#(�������)�����T��!"��,�?�.#�����
.��
continuous

�����"���(�%��	@�����!����"�����!q��.��"!
���8��2��e����,���!" &t���� �"2������)���>� � ��(�#����!"�
of

�����8�
-point

energy
��	5����.�6��

h̄� } $�&S���V�"��!���?����)���X���M(?��"!"��& ���"@2������
.���?��"2g�"@�Y���)����.X���T�����Y?�6��8�
.��
discrete

�����"���(�P��	U����� < 6��
����6�,9IK���)�g������� ���
h̄� .

Stochastic
��.#�"!���� ��2��u���
,���!� ���" ���"��� (6�!"!"�� (	(6�. �)� ?�� ������2������ !�.#�" (�#!"��.

explanations
��	K�)��� � .#����!�3g��.��"!�3g����2��P� �"2������)�����1.���I 	�� ��,|� < 6��)?������)���)������&_����21��	4fh�� �

-
Einstein

������)��(�)��!"�	8���|?�����������RB 38-42 j � �"2�2����)������&v�?���������������6� ��,��� �������&�fh�����
transitions, zitterbewegung,

� ��� 2��
� 	 �"�
.� 	 ���8!"�� &o����2 ����� �)����� 2 .��"I ��	
thermodynamics,

���
��� ���"��� (����I
n

�" !�.#�" (�#!"��. ?���������,-����� ���(��(�)��� 	(�8��,
electromagnetic

� �"2������)������&FI5�)���H�����1(�#��!����"(�)��!1������� ���N(?���!����(6�, ��	
h̄�  / $P?����Y�����(,%��.

mode
��	X������� �����#����& 38,43 ����2@�)���@ ��,%�4?��(����!��)?�.��4���"7���"���y6� �"2'���y2����(�����4����� � !���� � 2��)���0���

equation
	��8��, � �"IK�������#���1,%�"!
��������!"RB 44,45 � ����!����"�����!T�
.��"!��)�8��2��e����,���!"'��?�?������8~�#�T	 ����,

a
(6�!"!"�� (	(6�.'!"�����)����6���6�>��?��)�����-�#�-2��� !
�8���#� < 6������)6�,�,-�"!��������#!"/���� �"2-���-�)���W6� ����	>�

half
����.�6��;��	S�����;�������8�G� < 6������)6�,%B
In

	8�"!
��&F����������.)� ���8���������n2��� !�� �����H����2b!"�������)��6���6����?��)������T?��� (�)��.��
–

�������n���8�
required

IK���)�������p(�A�����,-B � �# !�� �����p(�A�����,-��������w���p�)��!"����?���� �����p!"�������)��6����)�A&-�
��2
continuous

�����"@2��� !�� �����
���"  B � !���� � 2��)���0���K����6�4���
s
��!"�����)����6���6�@(�Q(���
,9���" �"2g���

h̄ }
2,

��6��S����!"���(?����8���#�"'2���R!��8���#�����"  � ���" �"21���
h̄ )

�)�g�)���;?��8��!"�� '��	4,-�"�"(6�� ��,%�����
–
�)���> �

-
called

!���.�.#��?� �H��	y�)���*IW������	(6���!����#����B � ����R���������8�t&;�����)���H����������������2�&X���"1��2��� !�� �����
system,

���" ��2 ���
h̄ ,

��6�������!�����?����8�
���" !"�������)��6����)� � ����2
h̄ } $ � ���J�����+?��8��!"�"Rm��	

measurement –
�����P�����P6���!"���(�����)������?��(����!��)?�.�������2������8�

-point
�
�����8���QB5iV�����)����6��)���+�
��2

discontinuity
,�6���U�����)�P���/?�� �" �����_���-�h�6�!"!"�" �	�6�.Z(�Q(����,-&QR��IK����!��������
�F�#E�����_?�� �" �����

in the
,%�
������,-�����#!"��.W(�)��6�!��)6��8�>,�6�(�K���>�)�����8��2�6�!��"21�)�������q?�� ��!"�" T��	Y,-�"�"(6�� ��,%�
����B j �

addition,
�)�4IW��6�.�2� �"��,-&u������6�� �q��.#Ih�
�AE,%�����"�t�"F�#�W?��8�����#2��W�5� ��6����K���gI5���#!��

h̄�  /
$W�)�

one
!�������� � �4����!"��,%�"

h̄� ���b�������)�����8BACE����T��!�!�6��8 &A	 ����� � ��,�?�.��"&A�����)����!"�" ����	Y��.#�"!�3
-

body
� �"2��#�����#����&QIK�����8�K�����W(?��������
���"��6�V�
,���R(�����-��	;�
�����8�G�g��	F���
.�6��

h̄� ��X?��8��2�6�!"��2W���
the

!"��,��������"2 �
	�	8��!��T��	h�����
h̄�  / $�6��

its
��	P������� ���*?�� ������2���2����*�����)� �� !���.).����#���8P�
��2

zero-point
	����
.�2�B 46

Just
�"T�������8��.#�����)����(�)��!H� � ?��8�" �������	 ����3��������)��!H�������8�G��?��8�� ������1�P?��8����.#��,a���������

asymptotic
�
?�?��8���"!����#�H!
.��" ���!"��.'!"����2����)������ &E ��2����" � .#����!�3 �  < 6��
����6�,o.#�"IJ��	V��.��"!
3

body
� �"2����
��������BS��hcE��������

in
����2 � �����(� ��������!��"2���� 
 � 
 � &S�)��� � .�����!
3 � < 6������#����	8���W�����

energy
��	4�"�"!��g��R!���.).����#���

U
\ h�

exp(h�  / kT) – 


does
�����'�8�"2�6�!����#���)����!�.��"R(��!"�
.'.���,����

kT
I5���
�

kT � h� ,
��6��'�#�

kT – h� /
$�B � .�����!
3
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himself,
��������qR�

-called
�  �"!�����2������"���(�*��	V� �"2������)����� � &:���"R�"2�����2��� !�� �����y��,��� (�#������6��

classical
���4!"�������)��6���6�4���� ���(?���������&�����2T���������)���"2;�����Z,-��2���	(���"2;.#�

w

U
\ h�

exp(h�  / kT) – 
 � h�  /
$l&

which
�6��0�0�"����"2�&W�"P���N ����2�&K�����
��&W�������`���T�����N���� ��.)6����N����� �m��	��#��,�?��
�8���)6��8�"&@�"�"!
�

oscillator
����2T���g������� ���P� < 6�������.#�����Q�#� h�  /

$T���7�"�"!��T	(�8� < 6��
��!�� � .
In < 6�������6�,d,%�"!
��������!"R&A�";IW�/���
���q �"�
��&u�����h�����8�

-point
������� ���������(,%&

h�  /
$P���

h̄�
/
$�&A��T2����(�����"2P	(�8��,o�)���q������,-������!��� !��).�.#��������R��.�6����#������	;�)��� � !���� � 2��)���0���>� < 6������#����B j �

the
� ����R��������� ��	8���(,�6�.��
������� �)�T��?�?������8P��P���8��(6�.��>��	q���_�

h̄ } $��#����, ��������.�����2���� �����
uncertainty

?��(����!��)?�.��"B0CE�
e
2����(�������)�����1����� � !���� � 2������0���'(����IW~�����;3������
����!T���(�����)��'��	4�����

factor
$�B4CE��� 2������)�������#��� 	(�8��,��)����6���!"���(�����)������?��(����!��)?�.�� �6��0�0�"(�#������ ���(�����)�`��	�������

fundamental
!"����(�#�����>����!�����������6�6�, ?����A���!" &'��-��?�?��� �"2M�#�M������!�����(�������

h
6� �"2M�)�

discrete
�����"���(���" B j �@!"�
�����
����.

y
2����";�����@(6��t�0�"(�4�)�����4�)�����8�q�#T����� �6�!��������������">�h����.)	

-
photon!

17 Radiation reaction 

The h̄� } $
→ h̄�

�)�8����(�)���#����	8���W��.��"!
3�����2����8�"2��#�����#���w!"���+��.� �g���� �"�
�����*�����(,%y��	
radiation

� �"�"!��)������B � �
������?� &W(6��(?������������.)�A&K�����#�����H�
�m�)�����),%���#��!��������"!����#���kIK���)�m�)���
distinction

���
��IW�"���P�)���/�8�
.����)�����������!h����2h� �"(��,%�" R�";��	;��������z �"!��#BuCE���q�"!��~��	V2���	
ining

�
rest

,%�� ��
.� �r2��
	�����������r�# ��.��
���"2r����z �"!��#&Y����2r�����*!"����������2���	��)���
kinetic

�������8�G� ���
terms

��	h�����u�)�������T��6��E������4� �"(�X,%��  B j 	 & ����IW������� &UIW�Y����3_�y�
relativistic

,-�"  &�Ih����� �
already

����!"���(?����8���)�������)���-��	(	8�"!��#P��	q�)���-�������)�8����,%�
����BSCE����,-��(�T�������#��6�h����(�#����!
e

�#
that

��	'�)���q?�����������BACE���q?��������������";���P�8��(�4,%��  &E����.����q�8��.#�����)����(�)��!q,-�"  �
mc2 	 �����

photon
�����������"�� � �"!
��.���.���3��1�1!�.#�" (�#!"��.K?������
�������
.W�������8�G�-���
��,%&F�"TIW��.�.'�";�������������)���

exact
	8���(, ��	��g?����#�������#��.P�
�����8���N	 ���-������2�� ��	�,%�" 

m
����2b(?��"�"2

c.
��?��
�����#!�6�.��
�

instance
IW�;�������;6� �"2>�#~�����T��?�?�.)��!"���)�����*��	@�;,-�������(����.K�0�"'�����
.����������1�;?����������*�0�"F���

producing
�8��2������)�����l?��8�� (6��8� �

c2 / � BV��!����#��������2b� �"�"!��)��������!�!�6��81���n�)����g�)��(���
��!"�
because

�����>2���6���.)�����P��	Z�����V����.)6��>��	~�)���>������� ���y�����(,�!"��,-�"Z	(�8��,v�)���>2���6���.��)���P��	~�)���
momentum

?��8��2�6�!��"2W���T�)���5� ������6���2���	E�����K,%��.#�"!�6�.#�" } ?������#����E	(�8��,������WIW��.�.#/��	X�)���
container –

�Y!�.��� (��!F��IW�
-step

?��8��!"��  &�.��)3��Z�����F��IW�
-way

�?��"�"2T��	U.����G����B
The

�����
�8���+�)������.����"2 ��� ������� ,%���#�����#��.g����2 ?����������`�0�"P?�� �" (6�� ��2��
�������
��������P�#
clearly

�'?����#�������#��./������� ���P���
�
m

� �)���Y,%���#�����#��./�0�"@������� ���P���
�������>���T���Y����.����"2T���T�8�
.����#�
the

3��)�����)��!��
�����8���*��	/�����@,%��.���!�6�.��"5�����#��,�?��
�8���)6��8� � &7����2��)��h2���6���.��W���
��6��8�@��h2������)���"2
from

�����/��IW�
-way

?��8��!"�"R;IK����!��P�)�U�)������.����"R&AI5���#!��P�#F���_�q ��,-�/�)����������; ���e�����@�����������
is � �"IK����� � ��"!��)�����

and
�8�"�"!

tion.
CF���* ��,-�g�����)���H����?�?_�����IK���)�r�8�"2��#�����#���r�8���"!����#����&

which
?�� ��2�6�!"�"y� � ,��Q(���
������6� � 2���6���.)�����H��	��������8�G�

h� } $1���
h� ���*,%����� !"�" �" � ����2

alsozitterbewegung
	 ���~�)���>��.���!���� ����&sI5���#!�����Z�)�������(?��8���#�"2P��;�qRI5�)��!����)���W�����#Ih�"�
�P��IW�

states).j ���������������-!"������� � �#&~xF���e��,%�
n

����2 	 ������.����-��.�R�*?��8��2�6�!��M�M2���6���.)�����b��	��)���
contribution

��	��)���1� ������� 2��"2�IW������������.���!���� ��,%�"�����
����!P�)���"�����Q&/���'������� � ?����� ����	T�)���
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advanced
IW�����"&/������ (6�,��)�����������T�)���%����!�6�6�,�������������H��H�-?����(	8�"!
�g���� �������
�H����2

reradiator
��	V�8�"2��#�����#����B j �%?�������!
��?�.���&Q������q �"��,-V�

o
���P� < 6�������.#�����~�#�%�" (6�,��������W	��).�.#�"2

vacuum
	8���'��2�������!"�"2�IW�����" � � < 6������
.������U��� � ��� �"! � E	��).�.���2h���"!�6�6�,d	8���;�����)��,%�
�����
� � &Q����2

relates
���M?�� ��������6�(.)�n������#�"2M��2��"����������P!"�������)��6����)�n��	�,%�"R

-energy
���r�)���g���"!
6�6�, �#

related
�#��������6�����2��)�8�"!
���������
.����)�n��	����),%�"B 47-50 CF���
�8����� ����.# �+!"�������"!
���������I5�)���� ��,-�

paradoxes
���g(?���!�����.D�8��.#�����)�����)�AB

18 Paradoxes in special relativity 

As
Ih���������g �"����&ZIh�T	�� � < 6�������.)�%	��)��2g�����T	8��!�������$MIK����� ��IW�T���"�"2g�#�g�)�����8��2�6�!���(6�!
�

ideas
�"5�8�"2��#�����#�����8���"!����#�����)�������'�����������H��	h�����8��?��������V�����
�8���QB j ��!"���(?����8� ting

�8�"2��#�����#���
reaction

,%�"�
��W�����
�>IW����� ����.# ���)��!"����?���� �����)���g��������	�	 �"!��h��	 � �"I5�#��� � '�����)�82g.#�"IW&������
process

I5���#!��w?��8��2�6�!"����������8� < 6����8��2 2���6���.)�����M�)� �)����!"�� ����	�,-�����
�����
.�����2M?������#���
gases,

���_2����)�����W(�����"2��
-state

?��8��!"��  �" B � ��Ih�����
�8&�,%�����%��	4�����T �
,%�;�8��(6�.��# &_�
s
���1�����

anomalous
,%�"�����
����!',%��,-�����V��	5�����y��.��"!
���8����&���� �y�
.� �g� � ?�.��
�����"2T����(?��"!
����.X� ��.����)�����)���QB

It
���"X���"�
�%��� ��6��"2W���gi/B � B 	 ���)�������T�)�����_�����W!"����� �"!��_�8��(6�.��_	 ���X�����@��.���!���� �����#/�����#��������2

by
���8�������)���1�)�����)�8�����,���R(�����r��	'.����G���W�"��T�#Ih�

-step
?�� ��!"�" Y�)������.�������������

orption
�
��2

emission.51 CE����S��S�)������� �"(�)�����;���"!"�
6� �~���A�#K� < 6������
.������A�#�Y����!"���(?����8���)�����;�����)����!����#�����
��2
reaction,

���;�����h?����#�������#��.'�����
�8���M� < 6����)������&X����2��)���P ��,-�h�8��(6�.��Z	8��.�.#��Ihq!�.��"R(��!"�
.�.��g���
defining

�����'?����������)����./�
�����8���%���X�����Y,%��,-�����X�����Y	(����.#2��#@ I5�)��!�����2��
n.

� ��IW������� & �)	WIh�
use

3��)�����)��!g�������8�G�A&Z���y�g�����
-step

?�� ��!"�" R&ZIW�1��.� �����"�"2�� ��.����)�����)���Q&_���"!���6� �"&F����!"�1Ih�
introduce

�8��(�X,%�"R &UIW��!"���g����.#�����0���K6� ��!�.#�" (�#!"��./� < 6��
���#���� B � � � ��.��
�������#(���#!;,%�"R � ��R&
of

!"��6��  �"&X(?���!���	(��!"��.).��
designed

����?�� �" ���(���P!�.��� (��!���.'�����
�8���M!"���
servation!)

CE���W�#Ih�
-

step
?�� ��!"�" ;�#>������.#�"�0��6�V�#�������h6�R�P��	;� �"2������)�����%� �"�"!��)������&X ���)�~	 ��.�.���IW &Q�)�%?�������!
��?�.���&

that
�;� �"2��#�����#���g� �"�"!��)�����1��'� < 6�������.#�����7���1�"2�2��)�����;�8��.#�����)���������! � !"����� �"!��)����� � � (6�!��*�"~�����

Thomas
?�� �"!"�"R(����� � B

Whitney’s
�
�8��6�,-�����E�������X�)���'�#Ih�

-step
?�� ��!"�"  4� ��,%������K�)���� ��(?��"!��#��.X�8�
.����)�����������!

paradoxes
I5���#!��l��������.)���r��?�?���� ������� �"!��)?��8��!��)���Q&;�����.# ���)������� �"(���)���0&;���"!"�
6� �r(?��"!
����.

relativity,
��������!�.)6�2������ ����.)�������=(��2��o��	�������!"��.#!�6�.��
��������&���	�	 �"!����)����.��|� ��,%�����"

reciprocity,
����2�R�@.#�"�"2�7���y(6�!��y�����)���05�"5�"(�e,�,

etric
�"�0���)���Y���y�����~��IK����?���� �"2�� � B"CF���

argument,
?�6��S	8���8IW��� 2T���- ��,%�T�
6��������8R& 52 �������S�����;?��8����.#��,-'�����# �V����cE�)��(�����)� � Y2��
������.

of
�����@�"���)�����X,%�
�1��.�R�@���4�8�
.����������s�)	/Ih�4�)�8����(.#�����4�)�A���Y�����Z���"!�6�6�,%&"���"!���6� �~���Y���"!�6�6�,

means
�_� � ��������� ����,%����� � &s����2�&t�)�����8�
	8���8��&t��� � �

eaction’.
� ��,���.#���'�
�8��6�,-������Y���0�����H�
?�?�.��

to
�����;�#2��"�;�����
�7�����;?�� ����.���, .)���"~�)�*�����#��,�?��)�����q���12���	(�����T�T�����

-way
(?����"2���	~.)�������U�������

cannot
���/,-�"�"(6�� �"2�&u���"!"�
6� �q�5��IW�

-way
(?��"�"2h,-�"�"(6�� ��,-�����4��	E�)���h(?����"2���	E.��#�����Z��.�R�

requires
�Z��IW�

-step
?��8��!��"  B

Whitney
	�6��(�������

shows
�����
�'������!�.��� (��!�.)�������

-bending
����2-?����(������.)�����N?��8�"!��" (�#���

‘tests’
��	 � �����
�8��. � ��.��
�������)���1!��������@2����(�����"2'6�(�)���y�4�#Ih�

-step
?�� ��!"�"  B�CE���� &:�"�0�
����&"��K��	

interest,
���"!"�
6� �"&s�"Y�����I5������� �"&t���U��Y!������#������.)��?��� �����.��/����2����(�����5�����/.)��������������2��)���W���

classical
���8�

uments
6�������-3��������)��!�������� ��� � I5���#!��b�#>������ ��,-�P���������N�"q6������� (?��"!
����.

relativity,
���"!"��6� �'.��#�����E���"K���y�8��(�E,%�"  � &S�
��2y���E�#h��.# �T?��� (�)��.��Y���g2������)���Y?������)����.��#���
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precession
6�(�����>�?��"!����
.Q�8�
.����)�������)�A&���4�Z��6�,����
�K��	K�
6�������� U�������Y2���,-����(��� ������2�B 14,16,18

19 The Jahn-Teller effect 

From
�)���r�"�
��.��#��� R�"!����#���� &;���-Ih��6�.#2l��?�?��"�����������-��.�.������H��,�?����(��������	8�"!
�����8*��	�$����

classical
?����A���!" &��8�
.����)�������)������2 < 6�������6�,9?����Q(�#!" &��8�"(6�.)�X	�� ��,|�T!������#!"�;������IW�"���16�(�)���

kinetic
���Z?����#�������#��.Z�������8�G���" &D����2W�)�����_�����#E�#V� < 6��)����.��
�����#�W6�������y�

ither
�����W�"!����#���%(�#2��"&

or
������!"��,��������"2g�"!��)�����M����2�� �"�"!��)�����M(��2��� &_��	 � ��I5�#��� � ~�)�����82>.#�"I`��	4,-�����#����B�CE���# &0���

turn,
2����(�����"�	�� ��, �L!�������!"�r�����#Ih�����J6��������!"�������)��6���6�w��� 2��� !
�8���#��R��.�6����#���� &g���

changing
����	(� � �"2������� BF�  �
���������	�	�6��(�������g�
�8��6�,-������1(����Id�������'�)���H�

rigin
��	T�)���

factor
.��#�"h�)� �����-��u,�,%���)���H������IW�"��� �)���-�"!��)����� ��	��
� ����zG�"!
�T����2��)�����8�"��!����#��� ��	q���#

environment –
IK����!��-,-���1�������)�������/,%�
�����(����.;���V����!�6�6�,%B 33 ��	8���(,��#������!�����z �"!��;���-���#

own
(���0Ih>!
�������������y��������������6�� &Q�8� < 6��)���)���-���-�)�����"��� �����#���NIK����!�� �0������� �����"h�W	 �"!��

or
O

in
�)����30�������)��!��������8�G�+�����(,%&q�
��2���(�����k!��������0��IK�������)���8�����
���"������ ��6����k$ π;

��6��g�
conservative

� (�A�����, � ��	�����zG�"!
�*?�.)6�m�������)�8����,-�����b(����IWN6���!����
���������l�����������#��6��8&
requiring

�Z?������
�������
.X������� ���W�����(,%&�IK����!��T�#U��IK��!"�F�����Z3��)�������#!Y������� ���QB
This

3��)��2 ��	���� ��6�,%�����V,%�
kes

 ���� ����	q�����y���� ��� } 	 ����,������ 2��#(���)��!����#��� ����2������
spin 
 } OL2��������������������IW�"�����)���~?������)��!�.#�~���e?��"S�����~	�6���2��
,%�����#��.EIW���Q&:��KIh��.).E�"S.#�"�"2������
to

(6�?��
�8(�e,�,-�����(�A&:���"!�6�6�, ?���.����(�������)������&D?����)�5?��8��2�6�!��)������& �8�������(,%��.)�������)������&S�
��2� ������&
because

�����@����.����)������	q������� ���1�
n
� �� ��.#�����)��� � �����'	8���(,�������	�� ��, ����K���"!�6�6�, ���5,%�
�����(����.

‘environment’
����)���r ��,-�*?��8��!"�� ��"�,-�������
,%���)��!"��.).��` < 6���� � -rooting

����� < 6�������6�,
operator

�����+����� � �)�8�"!�� < 6����)������B�fq�
.�.
et al

�������p�����I5�d�����
�%�����������8��.��?�����w���8�
automatically

?�� ��2�6�!"�"2P	�� ��,o����.)	
-integral

�?
in

��.���!���� ����V6�(�)���������hfh���(���g?����" �"&X�
��2�&
by

�t������� ��.��#�R�����g�)����'3�����2*��	W� �"(6�.)�/�#�M��.).5?��� (����.#���
������� ����,%�����# &~IW��,-����� � ���
��2g�����
principle

�)�b�)����2����8��!����#���n��	g(6�?��
�8(�e,�,-�����(�AB 53 j �N?����)��!���?0.��"&5IW��?��8��?��� ���)������������� ���
principles

2����#����,��������������
all fermions,

���+I5�����
ever

!���� !�6�,-(������!��" &U,-�������y�8���0���82���2
either

�"��# ��.��
���"2L(?��)�vO ����z �"!��� ��� �" (?���� 
 ����zG��!�����)�d!"����z�6���!
�������dIK���)�d ��,%�
particular

,-�����
�����
.X���S����!�6�6�,9�������)�8����,-������&���� &�����2��"�"2�&��)��� � �8�"(�7��	S�)���Z6����������  � � B
While

���u?����)�������#!"��.�.)�M�# ��.����#�"2-	8���(,��#����q,%���H	8��.).���I ����� � ���
ac

� < 6��
��������&K2��
��������2
from

�����M3��)�������#!+�������8�G�m� ��.����)������&T����2l���,��).����(.�� �� ��.#������2����� �����	 ��.�.���I������ � .#�����
-

Gordon
� < 6��
��������&D2������)���"2W	(�8��,������K?������
�������
.~�
�����8���T� ��.��
���#����&e�����W ��,-�5?��
�����#!�.���X�)��� �"��.

situations
�����������-�������l2���	�	 ���8�
����.��QB

Fermions
I5�)���`(?����`O����"!"��,-���?

in 
 ?����(���#!�.��"
when

�#��3����%�)��!"����z�6���!
��������IK���)�%�������)�T�������)�8����,-������&7IK�����#�������/�������F,%�
�g����BDCE��� � �����
-

Teller
�
	�	8��!��>�
��2��h���
�8�������

-Bohm
��	(	8�"!��q��� ��� � ��,�?�.��" B_CE�8�"�
���"2* ��,��

-classically,
�����

Jahn-Teller
��	�	 �"!��#&S	8�����
.��"!��)�8����@���w!"����2��
�� �"2�,-�����#���8&4!���6�?�.��"@������	8�"!��#���8��"

sociated
with

�����>,%���)���������	'�����>� ��.������
���W��.��"!
���8�����#!1����21��6�!
.��"����!"�����82��)�������"TR���)�����@2��)	�	8�
�8�����
parts

��	Y�����q�#������.'Ih�����
	�6���!��)�����b!��������0������������b��!"����� 2������
���"2P,%�
�������Y����?�� �" ���(���h�����
single-valuedness

��	E�)���K�#������.FIW������	(6���!����#����B CE���#X�#7?��� (�)��.��4���"!"��6�R�K�)���4����,
e-scale

��	
the

��6�!�.#�"���X,%���)������7��7,�6�!��-�G�8�"���#���X�����
�y�)�����A	 ���7�����'��.#�"!��)�8�����#!~���8�
��(���)������ B � �����)�����7�����
nuclear

�����Z�����>��.#�"!��)�8������!qIh�����
	�6���!��)�����H��� �>(�����G.��
-valued

���y�)����,%R��.����"R&u��6��U�)���/�#������.
wavefunction

���"!���,%�"4R�;�����8��6��G�T����� � �����
-Teller

��	(	8�"!
��B
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In
,-���8�%�0�
���

ral
�����(,% &S�)�����8��.#�����#����(����? ���
��IW�"��� ��	 ����,������ ����2 � ������� �"(�>��	q�����

universe’
!"���b����!"����(��2��
�8�"2��"1(��,���.#���T���%�����P�����
�y��	T�����P�����#��.yIW������	�6���!
�����������������

Jahn-Teller
�
	�	8��!���B j  ��.����#�"2'	8���(,�������5!"�
�������s�������'(�����G.��

-valued
IW������	(6���!����#���� &"��6��A�����

total
Ih�
����	�6���!��)�����N�8�
?��8�" �
����������	 ����,������N?�.�6� � �8�"�����	>���_��6����������  � � ,�6�(�V���-(�����G.��

-
valued.

CE����52�6���.)��������!"!�6��85IK���)���)���W��!���6���.F!
�8�"���)��������	X�����4	 ����,�������(�����#�"B�C;�y(?�.)���F�"IW���
a
	 ����,������H	�� ��, � � (�Q(���
, � � ��� � �)���q6����������  � � � &EIh�q�������h���P�����)�8��2�6�!"����!"��6�?�.)�����%�"T�

mathematical
2��"R!��

iption
��	������*(?�.��)�����)���0BZCE���M!���6�?�.����������H�����g� �"(����	��)���g6����)�����8 �

preserves
�)��� (�����G.��

-valued
�����)6��8� ��	 �)��� �����#��.aIW������	(6���!����#����&9��6�����,-�����#!"��.).��

introducing
�)���@� � ���8�4�#����, 3�����IK�-��X�)���~fh�����(�q?����" ��B��+�����q?����Q(�#!"��.E��	(	8�"!
�� &"����!
.�6�2������

the
�W����� �������

-Bohm
�
	�	8��!���&K�"�Ih�
.�.q�"W�)��� � �����

-Teller
��	(	8��!���&4�
�8���
.��8���"2��b�"  ��!��#������2

with
�����#U?����"R�"&�����2;�����
�8�Y��� �"&����T2���6�����&�,-��������������� 4Ih�
���)�����V�#�;���Y2��� !��������8�"2�B
The

�8�������  ����	(	8�"!��~,�6�(�@�
.� ��� � �����&A���bIK����!������� ����T��	T(?����b{���� 
 !"��6�?�.#�h���%�
�
‘environment’

���@?��8��2�6�!"�K	8�
��,��#���
-like

(�
ates.

� �
������?�X����� � ���0�0X,%��!����������, ��!"!�6��87�)�
this

IW���Q&7��6�����,%��� ����,�,%�"2��#������?��� �������.)���)�M��q�)���-!"��6�?�.)��������	P��.�6�����W��������� < 6�����3 -
gluon

?�.#�"(,-����� 2���.)�������h�������#������.q(?��)�w��	PO=��� � } $������������(�A����BUCE����(� �
-component

baryon
IW������	(6���!����#���P���";������#�";� < 6��)����.��
���U�#� �

kE ± iipx � ijm)
�
kE ± iipy � ijm)

�
kE ±

iipz � ijm),
I5����� �y�)���

px, py, pz
����2

±
� ��?��8�"R�����5�����g(� � 2��"���8���"���	@	(�8�"�"2���,|	 ���

p.33

These,
��	W!"��6��8R�"&U� � �#(�/(�),�6�.��#�����"��6�(.)�P���M���0��6��0�

-invariant
(���
���"&���6��5IW�T!"���1��,-�"�������

the p
� �����
���������)���8��6������)���q�����8����(?������#��.4?���(�

tions
.��"�����)�������
��,%;.)��3�� �

kE ± iip + ijm)
(kE � ijm)

�
kE � ijm);

�
kE � ijm)

�
kE ± iip + ijm)

�
kE � ijm),

IK���)� �)��� ��.�6�����
‘transferring’

�)���
p

���
��IW�"��� ����� �
kE � ijm)

����2�������������� &S�
��2� �����"!"��,��)��������R����h��	
spin 
 IK���)�l���n��	�	 �"!����)���*!����������)��6����#���b	(�8��,a����� � �������

ronment’
2�6��P���%��������.�6����� �"�

making
�����
,`��� ����(	 ���K(?��)�gOTB

It
��'��.),%��(�K!"�����#������.)�%�;6����)�����8 �
.7?����)��!���?�.#�;�������7	 ����,������� } ���� ����'��.�IW���Q~?��8��2�6�!"�

a
� �8���"!��)����� � IK���)�����|�������)���������)�8����,%�
����&NI5���#!�� !"��6�?�.����������, ��� ����� �
?�?��8��?����#�����

wavefunction-changing
�����(,%&@ ���������q�

he
?����#�������#��. } 3��������)��!��
�����8�����8�
.����)������!"���+���

maintained
���s�����@ ��,-�4����,-�@�"7����5��?�?���(�)���"B 	 �@!"���y�8��.#���#�K�)����7���'�����@IK����.��~?�� ��!"�" K��	

renormalization
IK����!
�k?��8��2�6�!"������k�)��	��)�������m!������)� ��	�(6�!�� !"��6�?�.)�����0������ ��6����k�����

vacuum.
CE����!���6�?�.������g��	5�����'���"!�6�6�, ���T	8�
��,��

ons
�0������� ������ � ���� ���

-images’
����2T����!"�

versa.
CE����/(6��0�t�"(��X�����
���)���5.#����?%2��#�"���8�
,%X�������_.����"2W�#�@� ��������,-��.��# ���)������!"��6�.�2'?��8��2�6�!"�

the
� � < 6���� �"2�!"����!���.�.#�����#���H��	~	8�
��,��#���HI5�)�������� ����.#����?�YIK���)����6��S�8� < 6������)���W�)���q� � ���������!"�

of
� � ��� �Z���� ���g���U	8���(,��#���g� < 6�������.#������RB 54

20 Renormalization 

To
6���2���� (������2w����� ?����)��!���?�.#�"&�IW�N�����"2 �#� 6� � ����� ����.)?����������1����� (����� ��	%����� � ���8��!

wavefunction,
I5���#!��y�� &����e?���!"�
.�.��Q& �

kE � iip � ijm)
	8���K�~	8���(,��#�����
��2 �

–kE � iip � ijm)
for

��� �����)��	 ����,�������&W�)���" � ����������������� ���������#�"2 � ��?��8�� �����)���������	 �
-term

���8�
and

3����
vectors,

!
�A!�.)�����L�����8��6��G� �����+	�6�.).H� �����0����	
±E

����2
±p

����.�6��� B j �v�#����,-m��	N�)���
‘environment’

?��(����!��)?�.��"&_�;	 ����,������*�0������� ������'���1����	��)�����#�T ���(���"'��	4�)������� �"!��)�����q���
��,%'��	
the

	 ����,-[
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(kE � iip � ijm)
(kE � iip � ijm)

�
–kE � iip � ijm)

(kE � ikp � ijm)
�
–kE � iip � ijm)( kE � iip � ijm)

(kE � iip � ijm)
�
–kE � iip � ijm)( kE � iip � ijm)

�
–kE � iip � ijm),

����!�B

Selection
��	p�����o�
?�?��8��?����#�����d�����(,%p�)� � c � !"��.#!�6�.����)������p����I .����"2�p���a�

cancellation
��	5�����'���� ��� ����2T	8�
��,��#����.#����?�@��	W��?�?���(���#��(�����M���/������.�������.#B CE��� �

kE �
iip � ijm)

����2 �
–kE � iip � ijm)

���"!��#���8��
�8���
�w� � ?��8�"R(�����+��	h�)���y�����������#��6��P��	W�����
vacuum

(�����#�"&�IK����!��g�"!
��U.)��3��Y� � ,��)���8���U��,-�"�0� � ���;�����F	8���(,��#����B��h�g� � ?�� �" (�#���g(6�!��g�"

�
kE � iip � ijm) k

�
kE � iip � ijm)

is
?����(�

of
���T����	(�����)���Z� �"���8�� (�����g��	U��,-�"�0�"4��	U�����Z	 ����,

(kE � iip � ijm) k
�
kE � iip � ijm) k

�
kE � iip � ijm) k

�
kE � iip � ijm)

B B B

where
�)���/���"!
6�6�,o(�#�����h2���?�����2�V���P�����h��?����8���#���E�������Z�"!��#X6�?��������#&e�)���5���"!
6�6�,=������#�h��	

(kE � iip � ijm),
	8���4� � ��,�?�.#�"&����"!"��,������

k
�
kE � iip � ijm). j �g�"2�2����)������&

(kE � iip � ijm) k
�
kE � iip � ijm) k

�
kE � iip � ijm) k

�
kE � iip � ijm)

B B B

is
�)���Y ��,-�Y�"

(kE � iip � ijm)
�
–kE � iip � ijm)

�
kE � iip � ijm)

�
–kE � iip � ijm)

B B B�B

So,
�����5����	��)�����#�q ���(���"V��	Y!
�8�"���)��������!���E�����5	8���

mion
���P���"!
6�6�,d�)6�����/��6��_���W���K�����

mechanism
	 ����!
�8�"���)�����H���M�)��	��)�������1 �
������y��	y�
.����
�������)�����P���� ��������2�	8���(,�������(�#�����"��"

required
	 ����(6�?���� (�u,�,%���)���n����2��8�������(,%��.)�������)������B4CE������#%����.����)��6����)	P������R�����#�"���

infinite,
����!"��6� �y�"�"!�� � �
������	 ����,������ � ��� �"!�3����X���"4�#���

e
?���(�),�6�.)����?�.)���"2T���

k
���g��.��#���K�����

sign
��	@���#

E
�#����,-B j �W��.# �1� � < 6���� �"�(?����H���
��,%

p
��	'�����1 ��,-�1(�����H����?��8��2�6�!��g�?���� 


bosons;
(?����g{�&�(6�!
�g�"U�����F,%�" 

-generating
� ���0�tU���� ����&�IW��6�.�2;��� �"��3T�����; � < 6�����!"��B

The
� ,��)��� ���P��,-�"������� � ?��8��!"�� ���,�?�.�����%���+����	(�������#��� �����

e
��	��������)6���.

E
����.)6��"��)�

vacuum
�"2�2��)���@6�?y���y�@(������.#�4	������)���4����.)6��"&D� � ��!���.)�1�"7���y�8�
������,%�
.���R�����#����B � ���G����	��#!"�����).��Q&

the
���"!�606�,|Ih�
����	�6���!��)������~	 ���4�����V	 ����,������H����2��
������	 ����,������H�
�8�>��	Z�����>!"��,�?�.���,-�������
���

forms,
�
–kE + ii p � ij m)

����2 �
kE + ii p � ij m),

���T������ �
for

�����Y?������)��!�.#�" B j �X��@��.�R�
significant

�������#&;���l������!�.��"R(��!"�
.-!"�����#� � ��&V�)���H� ��.����#�"2bxF�
�u��,-���
-Wheeler

?��8��!"�� M��	
vacuum

�
�� ����?��)�����m��	>�8��2������)����� � 2��# !�6�  ��2%�)�m �"!��)����� 
 � � �"�0���)� �8�"2�6�!"��h�������)��	��)�������
electron

 ��.�	
-energy

���T�Z	(�����)���Z,-�"  B
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21 Supersymmetry 

‘Supersymmetry’
,-�������@?������;��	q�W,�6�!
�-,%��� ���0�����
�8��.F?����)�����(��BDfh�� ����q����2y	8���(,�������

seem
�#�>�8� < 6��)�8� � ?������)�����@(�#�����" � �"Z,�6�!��H�"Z?����#�������#��.K����2h3��������)��!>�����
�8�������8�/���"�"2��"2q�#�

fully
2��"R!����)���g!����� �������
��������Bs��'?�� ��������6��.��N(�#������2�&_�)���T30�������)��!1������� ���-�8�
.����)��������;6� ��2

when
Ih�b!"����(�#2�������?������)��!�.#���"*��������z �"!������m����R��.�	 &q2��"R!����)���"2������%�8�"��y,-�" 

m0,
undergoing

�+!"�����)����6���6� !��������t�"BYCF���M?����#�������#��.������
�8���m�8��.#�����#���L���6� �"2LIK�����JIh�
consider

�5?����(���#!�.��WI5�)�����)�����# � ��������� ����,%����� � &DI5�)��� � �8��.#�����)���������!4,-�"  � & �)�-����� < 6��).������(��6�,
state

� �
quiring

�W2��� !�� �����K��� ����(�)��������	8���/������!��������0�"B�CE����7	(6���2���,%�����#��.s�8�
.����)������&�.��"�"2�7�#�
the

(�����0��	��#!"�����5	8��!��5�������5�����T����.)?����������hIW������	(6���!����#���� &��)�*?��(����!��)?�.��"&s?��8��2�6�!��g�>3��)��2*��	
supersymmetry,

IK�����v�����`�6�?����8(�e,�,-�����(��!w?������)�����8N�����*���
�����vR��,�6�!
�v�8����.��# ����.��
particles,

�"������Y!"��6�?�.)�����0~��	S�����F	8���(,�������~����2;���� ����U�#�;���"!�6�6�, (�����#�" B
The

����.�?����#����� ��?���� �������  2���	��)���"2 	8��� 	 ����,������ IW������	(6���!����#���� ��� � ��.�R�
supersymmetry

��?����8�
�����8R&KI5���#!���?��8��2�6�!��y������(6�?���� (�u,�,%�
�����#!y?����(�������W���M�����y?��
�����#!�.��
itself.

CF�_�
Q

�t�������8�
�����~	 ���'(6�?��
�8(�e,�,-�����(���#Y(��,�?�.��y�����V�#���(, �
kE � iip � ijm),

����2W����
Hermitian

!�����z�6��0���#�
Q†

�� �
–kE � iip � ijm). 	 ���)���#������6��S���1	�6�.).�&_��	@!"��6��  �"&0������ �T���8�

respectively
	8��6��

-term
��� �>����2q3����U���"!��#���8 &sIK���)�������

E
����2

p
����.)6��"Y�0���)���h����� ��6����������

complete
!��Q!�.��h��	 � ����2

–
����.�6��" � �
��2�&QI

ith
�����W��?�?�.��#!"���)�����-��	F�)���hR��,%�K������,-��.��#�������#���

that
IW�5���
���56� ��2W	8���E�)���5���"!
6�6�,=��?��
�8���#���8&e�)���h�
������!���,�,�6������#���;��	

Q
����2

Q†
����!"��,%�"

effectively E,
�����)��� � ��,��).��#����������&m�"��)� !"�������
������������.J(6�?����8��u,�,%���)���a�����������QB

Multiplying
��� �

kE � iip � ijm)
!������������#1���� ��������N	

ermions,
���H�������)	8���(,�������P�#�

bosons
� �)���

p
!�����& ��	5!"��6��8R�"&"��� � ���

–).
��6�.��)��?�.��e�����;��� �

–kE � iip � ijm)
?�� ��2�6�!"�"S�����

reverse
!"��������� (�����M��	K���� ����4���g�����)��	8�
��,��#���� &����K	8���(,������_K�#������R���� B j �M!"�����������)��������.

supersymmetry
�����"���(�A&0���� ���*!"�����)������6��)������'����2>	 ����,������*!

ontributions
��� �>��	'��?�?���������

sign
� IK�)���g�����T��?���� ������� ~��������������?�?���(�)���T(�#����'��	

E)
����21�
6�����,%�
����!���.�.)�%!"����!���.7���1.#����?

calculations.
CF���L?��8�"R�����b�)���"����� � �������)�� �)����`��2������������0�vIK���)����6��b� � < 6����(����� extra

(undiscovered)
(6�?��
�8(�e,�,-�����(��!Z?����(������� U���;�)���Z3�����IK�T	8���(,��#����

and
���� ���� B

The
(?��)�lO (�����#�"&/�"1Ih�P�������� �"�
��&E�#g�
.�IW���A12�6��P�#��3��)�������#!H�
�����8���Q&X��,�?�.)�u�)���

continuous
�������#�����#����B ����2Y���A�#K�"  �����)����.).��h�������E��	S�����~��R��.����#�"2Y	8���(,��#����B � �����X(?�����!"��,-�"

from
������?����#�������#��.�������� ������	��-(�#����.���(�����#�"&K����2�� ��?��8�"R������������)������������R��� I5�

th
��IW�

nilpotents
� I5���#!��%��� �5�����_���).�?������
�����#���"��!��%���)����� � &Q���/�4���� �����#!

-type
(�#�����4?��8��2�6�!��"2@���

a
	 ����,������ �����#���8��!����)��� IK���)� ����v,-�����
�����
. ��������� ����,%�
��� ��� ���"!�6�6�,-&L����2�&L�"��

consequence,
,%�����)	8�"���������fq�
����� ?����" ��&;CF����,-�"�?�� �"!"�"R(������&;� ��.����)�����#(���#!r!"����� �"!��)������&

radiation
�8���"!����#����&

zitterbewegung,
���`I5�����#�������`��.�R���# ���"�"2���2J���J?�� ��2�6�!"���)���

‘conjugate’
�������)�8����,%�
������.��?����d(�#�����"B j �l�)���r!"�" ����	��)���*�� ��.#������2�	8���(,������dIW�r��� �

treating
�)�����"!��)�����-���
.�	q��	 � �"IK����� � 5�����)�82�.#�"I � ����������!��" ����	V�)���W	8�
��,��#�����)������� �"!����)���

with
���#���������� ���

ment,
���`�#J����� �"!����#��� ����2 �8���"!����#����?����)�8B�CE��� � � ���������!"� ��	

‘supersymmetric’
?��
�������
�8+ �"�
,������G.��v!"��,%�"H	��8��, ������2�6���.��)�����8��?�� �" �����#�"2����p�)���

choice
��	S	 ����,������g���S	 ����,������T?�.)6�4��������� ����,%�����#B

In
�����# !"�����#� � �J�)�d�# ��������)	���!��������������#&`IK����.����)��� � .����)�

-Gordon
� < 6������#���

automatically
��?�?�.)���"K����	8���(,�������W�"WIh�
.�.V�"K���y����R���� &:�)��� � ��� �"!y� < 6������#�����
?�?�.�����K�#�
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‘spin 
 � ?����(���#!�.��"N!�� �"���#�"2w���������w!"��,����)�������#��� ��	%	 ����,�������?�.�6�N�������)�8����,-������B'CE���
consequences

��� �;�����;fh�����(��?����"R�"&0�����;�W�����8�������
-Bohm

��	�	 �"!��#&��)��� � �����
-Teller

��	(	8�"!��#&
the < 6�� ntum

� ��.).F��	�	 �"!��#&
zitterbewegung,

����2����)�����/(6�!��y?���������,-�����"B�xF���/�~	8���(,��#�������
boson

�"!��)�����h�)�������#YIh�
�-IK���)������ � �������)�8����,%�
��� � &t�)���>(6�?��
�8(�e,�,-�����(��!>��?���� ������� ;2��h�����
demand

���
extra

 ���V��	5���� ����W���5	8���(,������� � �)����!���6�?�.������g��	5	�6���2��
,%�����#��.E?������)��!�.#�"5�#�
the

���"!
6�6�,`���"!���,%�"4�
6�����,%�
����!F���g���T�)��	������)���YR�����#�"4��	K�
���������G.��"2T(�#������ B

22 Aharonov-Bohm effect 

The
�h�_���8�������

-Bohm
��	(	8�"!���!"��������!"����(�#2����8��2n�"H��� �
����.�����6�����	1����� � �����

-Teller
effect,

����2P�"V�����������
�Y� � ��,�?�.��h��	Z�)���q��	(	8�"!��~��	F�����/fh���(����?����"R�"&e��6��Z�W!"����(��2��
�8���)�����%��	
this

?���������,%�
������(6��0�0�"���V�)�����~�)�~,%�
��.#�"�"2������W,%��� �W?�� ��	8��6���2�6���2��
�8(�#����2���������	V�)���
meaning

��	H�����N	8�"!
������$m���k	(6���2���,%�
������.g?����A���!" B j �`����� �h���
�8�������
-Bohm

��	(	8�"!��#&
electron

�����#����	 ���8����!��@	(�������t�" &:?�� ��2�6�!"�"2����H� � ��6���� � W(.)���V���(�8�����0�
,%�����#&S��� ��(���)	��#�"2y���
half

�TIW�����
.����
gth

���1�����;?�� �" ����!"�T��	'�T ��.��������#21I5���� �;,-�"�����
����!/	����
.�2�&t�����)���h�����#��������.#&
does

�����H�)������� �"!��bIK�����d�����L��.#�"!��)�8���d��6���I5���� �r���"!
����� ?����#�������#��.�2����" BTCE���+���
.�	
-

wavelength
�����	��_�)6�����5��6��s���'���@�K	 �"���)6��8�@��	X�����4����?���.#�����1��	X�)���@(?��"!"�@(6��(�8��6���2������Y�)���

discrete
	�.�6 �

-lines
��	7�����' ��.#��������2�B"CE����~(?��"!"�Z�#U�����

simply-connected,
�����
�Q��R&��Y!���� !�6����

round
�)���/	(.�6 � .)�����W!"���������_���h2��
	8����,-�"2�!�����������6���6��.��g2���IK���#���K?���������B cE	�	8��!����)����.��Q&e�)���

half-wavelength
�����	��#&X���T� < 6��)����.��
���'�"! < 6��#(���)�����%���g�����P�
.��"!
���8������	>�W����.)	

-wavelength
Berry

?����"
e,

��,�?�.��#�"7�������E�
���
.��"!��)�8����?����)�y���
��IW�"���� ��6��8!��'����2�(.��)��&"�8��6���2Y�)���' ��.��������#2�&
involves

�
double-circuit

��	~�)���V	�.)6 � .������ � ������!����������/�����>R��,%�V?����� � � &s�
��2��/?����)�P�������
goes

�8��60��2H��!
���8!
6����4�#I5�#!"��!"���������4����!�����������6���6��.�� 2��
	8���(,%�"2P�����#���q?������bIK����!����0����
round

���
ce

� �"4IW��6�.�2;���F�����Y!"�� �Z���g�;(?��"!"�YIK���)����6��Q	(.�6 �
-lines).

The
?��8�" �
��!"�%��	>������	(.�6 � .��)�������� < 6��)����.������#&5�"h��������� < 6������)6�, � ��.�.>��	�	 �"!��>����2

fractional < 6������)6�, � ��.).F��	�	 �"!��#& �#�@�)���W� � �)�8�4	8�
��,��#������!@O
-spin

I5���#!��y��S?��8�����#2��"2Y���q�)���
electron

�"!����)���b���d�����?dIK���)�n�����
nucleus

���n�)��� � �����
-Teller

��	�	 �"!�������2b,%�
3��"g�)���
potential

	(6���!����#���-�������.#�
-valued,

����2@�)���@!���� !�6����s	 ���X�����@!"��,�?�.����#�W��A(�#��, �'(�)����.��~.#����?�B
It

�#5?����(���#!�6�.��
��.��H��������)	���!������E�������E�����
U(1)

� ��.#�"!��)�8��,%�����������#! � ��� ��6�?�� �"(?�����(�)��.��Y	8���K�)���
fact

�)�����A�)���~���"!�6�6�, �?��"!"�~��
not

(��,�?�.���!��������"!�����2'�#S�� ��,-����?����#!~���Y�����~�)�����"�t���8S6���2����
addition. j �r��	(	8�"!
��&s�����1(?����

-½,
O

-wavelength-inducing
���
��6��8�1��	'�)���T	 ����,��������#!g������#�

(in
�)���>!"�� �>��	'�
�������
�~�����q��.��"!
���8���H���Z�����V	(.�6 � .��)��� � �#Y�V?�� ��2�6�!��K��	;2���R!��8���#�����" E���P�����)�

the
	8�
��,������ � ����2P�)��>!��

arge)
����2�������(?��"!"�h�)��I5���#!��%���Y�"!��# B � CE���

U(1)
���8��6�?%�#>��.# �

relevant
����	8�
��,��#������!r������#�"�IK�����d���
�8�l��.#�"!����(��!r!
�����8�0��&;����� ��6����l�����

SU(2) × U(1)
mixing;

�����
U(1)

!���,�?����������4,-��� �
����������!"����(��2��
�8�"2�&A�)���6�!��b!"�" �"R&F��T�q���"!"�" R�����
consequence

��	�	8�
��,��#������!l2��# !��8�
�
eness.)j ��?�������!
��?�.���&>�����b�����(� ��!�� ��	r!��8�"�
�������`�

discrete
?����(���#!�.��K�8� < 6��)�8�"/�W(?�.��)�����)������	E�)���h!"�����)����6�6�,����"!
6�6�,d�)�����

two
2��# !��8�
���4����.�����

(as
I5�)���������K���� ��!����)������	X�)���K� �"!��#������6�.��
�X	����G6��8�@I5�)����I5���#!���Ih�@(�#�����#�"2 � &:��� � � ��.��
�������Y�)���

concept
��	a2��# !��8�
�������"R���� �)�

at
��	 2��),%����(�#������.��)��� � ��IW�  < 6���� ���8�����# ��	 {�B

(Mathematically,
�����K��2������)��	(��!"���)�����-��	 
 �"5 �
?����8���#�4	��8��, {���.# �'��,�?�.)���"7�)����� 
 � 
 \�$�&

reflecting
�����V	 �"!��S�)�����S?����Q(�#!"Y����2q,-��������,-�����#!"Z�������h�q!���,�,%���%�������G���P�)�P�����5?��8��!"�"R



33

of
!"��6����)�����0B �

23 Conclusion 

The
��6�,

erical
	 �"!�������$����"@���"!"��,-�����w�
.�,%����V6����)�����8 �
.>!���,�?����������q��	h	(6���2���,%�
������.

physics,
?�.����e�����y�W(�������)	��#!"�����_�8��.#�5�)��������� < 6�������6�,��)���"����������2@� ��.��
�������)���QB j �#/���(�����)�-�
��2

meaning
!���� ��� � � ?�.#��������2 ��� �6���?����#(�����G.�� (�),�?�.#� �#����,- & 6�(�)��� � ��.��
�������
.��

unsophisticated
,%���)����,

atics.j �P	8�"!
��&u�)���q�����#�����%��	Z�)���/	8��!������;$�&u�)�%��.).~��������)	���!������Z!"�" �"
–

!
.��" ���!"�
.�& < 6�������6�,-&>�8��.#�����)����(�)��!
–

��M�)�d�)���������(����.-� ��.#�����#���d���
��IW�"����3��������)��!n�
��2
potential

�����
�8���#�" BFiV��� ��	�6�.W���6�2��N��	'�)���T	 �"!��#���'�8�����"�
.�Y�����
�K���K��Y�)���T.)����3H������IW�"���H�����
continuous

����2%2
iscrete

?����Q(��!���.'2���,-������ &X�
��2��������)�;,%�
����	 �"(���
��������5���-,-�����*���8���"q��	
physics. j � ?��(����!��)?�.��"& ����� 2��)	�	8�
�8����!"�� ���
��IW�"��� (����!
���"(���#! ����2 < 6�������6�,
electrodynamics,

� ���8�����#�
-
�
��2�cE����(�#�����

-type
�8�
.����)�������)���"R& � !���� � 2��)���0���q����2 � ����R���������8�

versions
��	 < 6�������6�, ,-�"!��������#!" &yIh�

ves
����2w?��
�����#!�.��� &�(?���� 
 } $��
��2��?���� 
 6�������R&

fermions
����2����� ���� &K��� �����������)������6��;�)���� �������#Ih����� 3������
����!�����2�?����������)����.>������� �����"R&

between
������� �"�0�"2

-out
!����������)���w����2N	(� � �"2w(�#�"�"2��

-state
���
.�6��" &@��� &K�)��2��"�"2�&4�����#Ih�"�
�

triangles
����2;� �"!��#������.��� B

The
�8�"(6�.)�5��	@��.).7���

ese
!"�" ��~��~�����
�73��������)��!T�����
�8�����������#�����#���1,%�������V������6������4��	'�"

continuous,
��6��V(�#�����)�����T	�� ��, ��2��# !��8�
����(���
��� � ?����#�������#��./������� ���P�����(�����)������&������)�������������

hand,
��r��2��� !�� �������������#�����#����&�(�����(���)���m	�� ��, �n!"�����)����6���6��(�����#�"BqcV�"!�� !�� �"���#�"*�����

opposite
���H����Y�����(���

tion
	�� ��,o���# ��.)	8B � �)�������#!�������� ��� ����2P?����#�������#��.@�����
�8����!��8�"�
�����"�"!
�

other,
�)�L�����+ �
,%�+IW��� �"��)�����`���8�*� ��.��
���"2����`�*��6�,-�����#!"��.�� ��.��
�������������?�B 	 �r!"�
�

consider
�����;3��)�������#!T������� ����� ��.����)�����1���>���T!"����!��������"21IK���)�1�����T�"!��)�����*(�#2��>��	 � �"IK����� � 

third
.#�"IW&�IK����.#��������?������

ntial
�
�����8�����8��.#�����#��� !"����!�������-�����)� �"!
�������v����2+�8�"��!����#����B

Because
��	Z�����V����!"�"  �
���y�8��.#�����#����������IW�"�����)����,%&s�"��!��H��	~�)���" �>�
?�?��8���"!�����Z��Y�/?��8��?����

and
!"��,�?�.��
���y� � ?��8�" ������ ��	K�)����!"���� ���(�������#������	W�����
�8���QB � .)����,-�����
.��Q& �)���'	 �"!��#���W$��#W�
�

expression
��	'�����12���R!��8���#�����

ss
��	'�����)�*,-�������(����.K?��
�����#!�.��� � ���y!������ �0�" � �
��21�)����(?��"!"�"

between
������,-&4�"���?�?���R�"2g�#�g�����g!"�����)����6����)����	@�����T���"!�6�6�,|���*�����(,%y��	��������8�G�AB_CF���

same
2��� !
�8���#�����" 4�
.� �;�),�?�.��#�" � ������6����T,-���8�Y(6����).�� � �)���Y!"����!"�
?��X��	K2��),%�������������.)�����QB

In
,-���8���0������� ��.~�#����,- &Q�����h	 �"!��#���

2
��q����� � ?��8�"R(����� ��	>�@	�6���2���,-��������.;2�6���.)�����1�)�

nature,
����2w2�6���.��)���b���������� �"(6�.)�1��	P���(�u�)���M���+!�� �"���#�� ��,-�������)���*	�� ��, ���������)���

–
�����

Aharanov-Bohm
��	�	 �"!��~�#>�P!�.#�" (�#!P!"�"R�"&X�"V�#>��.�R�������h���).�?����#�����'��.#�0����� �h6� �"2�	 ���;�����

fermion
Ih�
����	�6���!��)������BUxs6���2��
,%�����#��.�.)�A&U?����

sics
2����"@�����#�IK�����*���h ���#@6�?r��?�� �������#�

investigate
��� �������(����(�#!"��.).�� 6���!����
�8�"!��#�����#������.�� �����)6��8��B � ����6�� � �8�"(?�����2� IK���)�

symmetrical
��?�?�������������������� !����
�8�"!��#�����#�������#�����" (6�,-�"2M����������?�� �����"&'IK����!���&~�)�+����

simplest
	 ����,%&����!�����(���)��6�����2����b��2���R!��8���#�y?����)���V�)�w(?��

ce. j �5���"@�������+2���,-����(��� ������2
previously

�)�����Z�)����h�0������� �����"W�y(�u,�,%���)���#!"��.V���8��6�?���	5	�6���2���,-�������
.F?��
�8��,-�������  � (?��"!"�
–

�����-���(�����)����.;?�� �����
–

���),%�"&S,-�" P�
��2 !������8�t�
–

�)����!"��,��������"2g�8�"(?�����R� � &4IK����!
�w���8�
defined

����?��8��?��
�����#�"TIK����!��b(?�.)���4�)���q?����8��,-�����
�8;�����#�P����� �"�
C2

�G�8��6�?������t &E2���?�����2������
on

I5�����)�����V�������M���8��!"���� ���(���"2-���/������!"���� ���(���"2�&D� �"��. � ���q���82���� ����.�� � ���/��,-�"�������
��� � ���
nonorderable),

!"�����)����6���6�����o2��# !��8�
���"BbcV�"!
� ��	J�)���" � 2������#(������ ,%���a���9����.#2
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responsible
	 ���W�'	 �"!��#���W$�& 	 ���W2�6���.��)���� ����,%4���T���Y�����Y���"!��"  ���(�P�8��(6�.��/��	W�����%�����#��,�?��

at
!�� �"���)�����>�������6�.#�����)���QB

While
�)���y!�����������6���6�@���W2��# !��8�
����2�6���.��)���P�#@����������6�4	�� ��,9������2����������!
�������g�����#Ih�"�
�

potential
����2�3��)�������#!������
�8���#�" &U�)�����2��#(���)��!����#���w��.# ������!�����?���� �����"@������2�6���.��)���%�����#Ih�"�
�

conserved
����2L������!����� ��������2 < 6������)���)���" � ��� 	(� � �"2d���

d
!����������)��� !"����2����)������ � B>CF���

duality
,-���1��.# �'���W� � ?�� �"  ��2@�)���#����,-/��	X�)���@2���(�)����!��)�����y������IW�"����(?��"!��

-like
����2Y���),%�

-
like

�)���"�����#�" � 	 ����� � ��,�?�.#�"&Y������ �+��	 � ���# ��������� �l����2 � !���� � 2��)���0���8&����N��	 < 6�������6�,
mechanics

����2�(����!�����(���#!h��.#�"!��)�8��2��e����,��#!" � &DI5���#!��%�
�8�4�����F����.���2
istinguished

���>���������
discrete

�
��2�!"�����)����6���6� &���6��F��.# �@���q���������Y�8����.F����2'��,%���������
���QB CE����6������@(������.#�@2�6���.��)���
separates

(6�!
���������������� &e�)���#V��?��
�����',%��� �4�������������4�������
��?�� �������)�����y���"!"��6�R�W���"!��y?������/��	
parameters

�#4��.#Ih���Q4 �
?����8���#�"2;���W��IW�T2���(�)����!��72�6���.��)������ B
The

�������-!"����!"��?��5��	'2�6���.��)�����),�?�.)���"Z�)�����S�)���>�"!��)6���.S?0�8��!"�"RY��	'!"��6����)�����h�#Y!�� �"������2
at

�����W ��,-�5�)��,%�W�"7�����@!"����!���?���5��	/2���R!��8���#�����" R& ������!"���_ �������
��������&:����2y���82���� ������.)���)�1���8�
separated

	�� ��, ������ � ��	 !"�����)����6����)�A& !"���� �
�������)������& ����2 ���������82���� ������.)�����QB CF���
mathematical

?�� ��!"�"  ��>��	T�"2�2��)���#��������2% < 6����(�����-��� �"&Q���N��	�	 �"!���& � !��8�������"2 � ���F������ ��,%�
time

�";�)���q?����A(�#!"��. < 6��
�������)���";�#��I5���#!�������������?�?�.��QBACF�_�q	8�"!��#����$%� � ?��8��  �">2�6��
.����)���"
which

��� �Z	�6���2���,-�������
.Q���;�)���Y!�� �"�����#���g��	S�����)�T,%���)����,%���)��!�4����2;?����Q(��!"RB

Appendix 

A
!"����� ��.#�����#�

n
�����#Ih�����r�
.����
�������)�����1� � ?�.������
��������;	 ���Y�����q	 �"!��#����$P���������(����6�T�"(?���!���T��	

physics:

Kinematics V X
Gases A V
Orbits A V X
Radiation

?��8�� (6��8�
A E V

Gravitational
.)�������72���	�.#�"!��)�����

R V
Fermion} ���� ���g(?����

C D O R V
Zero-point

�������8�G�
A C V X

Radiation
�8���"!����#���

A E R V
SR

?���� �"2�� � �"
A E

A action
����2;� �"�"!��)�����

C commutation
� ��.����)������

D dimensionality
E absorption

�
��2T��,��# (�����
O object

����2T�������)�8����,-�����
R relativity
V virial

�8��.#�����#���
X continuity

����2T2��# !"�����)����6����)�AB



35

References


 I. � �"IK������&
Mathematical Principles of Natural Philosophy,

��� ����(.#�����"2�������B
Motte,

�8�
���� �"2;���WxFB�i/� zG���(��&�i/��,����(��2��0� � �������
�8(�)��� � � �" R& 
 ��� � B
$

J.
� �
�������
.�& � �"I5�#���g����2;����� � �"I ��	Ki/�������(��	�6��t��.QxF��� !"�"&

Isis, 51, � � � -52, 
 ��� {�B
� Principia,

fh����3 j j & � � ��?���(���)����� ��� j j j &�CE���"���8��, � � j j j � �8�
	8B 
 � B
�

J.
� �#�"!�����.W����2 � B_CV���8�
�����#&_cE�)��(�����)� � Y	��)�8(�W2��
�������
����������	',-�" 

-energy
� < 6������
.�����!"��&

Am. J. Phys., 50,
� � { -3, 
 ��� $�& � � 
 B

� A.
cE�)��(���
����&

Jahrb. Radioakt., 4,
� � {�	�	 & 
 � { � & � � $ � < 6����#�"2 � �#�"!�����.Z����2@C;��� �����)��&

op. 
cit.,

� � 
 B
� D.

CVB 	 ���)���"���2��"&
The Mathematical Papers of Isaac Newton, � ����.# B &7i/��,����(��2��0�

University
� �8�"R &

6, � � �
-6.�

D.
CVB 	 �����#�"(�#2��"& � ��?�.��
�8& � �"IK����� ����2 xs.���,-(���"��2���� � ��	�� �"!����#����CE��� ��6���� �

‘Regular
�W��� � � [ �����Z�w�
������,-�����#!"��.X�
��2;�

he
� �8��!����#!"��.�&

Centaurus, 24,
$ ��� -315, 
 ��� {�B

� Z.
fh�"!���.��
�8& � �"I5�#��� �  � �����8!��M	8�����y�w�"!
��������(�)��!��w��2���.q��	Pi/��.���6�� � ��(?���� (������[X�

Suggestedj �������(?��8���#�����#����& Archive for History of Exact Sciences, 11, 
 -37, 
 � � � B
� Cambridge

� ��������� (���)� � �)���8���(�A&Y��2�2�B'� � ��� � {�&;	 � $ 
 r, < 6����#�"2���� � B;fh�"!
��.���� &
Newton’s

.��"I���	X	8���8!��"5I5���#!��-�
�8�4���������  ��.)�1�"S�����~,-�" R[A�'(6��0�0��(���"2Y�)�������(?��8���#�����#���
of

����M.#�����
�w��	�	 �����#M���n,%�"!
�������� �l��,-�"!��������#(���#!�,%��2��
.N��	+��?��)��!"��.�2���(?��
�8(�#����&
Centaurus, 18, 
 � �

-222, 
 � � � B
10 P.

� ��IK.�����2�R&
Newton and the Concept of Mass-Energy,

� �������(?�����. � �������
�8(�)���
Press,
 ��� {�B

11 Principia,
fh����3 j j & � � ��?���(���)����� � & � � ����.���, � j j � � ��	8B 
 � B

12 J.
����!
����.�.#&

Phil. Trans., 74, ��� -57, 
 � � � B
13 P.

� B � ��?�.���!"�"&
Exposition du Système du Monde,

� ���(��R& 
 � ��� & � { �
-6;

�)�8����(.#������2��)�
S. 	 B � �"IK3�����������2 � B

F.
� B~cE.�.)�� &

The Large-Scale Structure of Space-Time,
London, 
 � � � & ����� -8.

14 P.
� ��IK.��
��2� &

A Revolution Too Far: The Establishment of General Relativity,
� �

Publications,
� �����
��?�����.�& 
 ��� � B

15 L.
� B � !�����	(	8&

Am. J. Phys., 28, � � {
-3, 
 ��� {�B

16 W.
�wB � B � ���8�
��2����

rg, Am. J. Phys., 54, � $ 
 -31, 
 ����� B
17 R.

CE�#���g����2 � B � �#&
Am. J. Phys., 58, ��� { -2, 
 ��� {�B

18 S.
� B � ���� ��.7����2 � B�iE����3�� ���������)�A&

Eur. J. Phys., 12,
$ � { -7, 
 ��� 
 B

19 J.
����� � ��.�2������ &

Astronomisches Jahrbuch für des Jahr 1803
� fh���(.��)��& 
 � { 
 � & 
 � 


(translated
��� 
 � � .

20 S.
� B � ��3���&

Found. Phys., 8, � $ � -50, 
 � � � B
21 C.

�+B 	 ��.).�& � �����(��i/��������2��#(��& � ��������������� � ��.�2������;����2h�)���q2���	(.��"!
�������%��	F.)�������
Am. 

J. Phys., 56,
� 
 � -5, 
 ����� B

22 F.
� B�CV�����G������.)������&

Am. J. Phys., 36, 
 {�{ -4, 
 ����� B
23 F.

� B�CV�����G������.)������&
Nuovo Cimento, 48, 
 � -26, 
 � � 
 B

24 R.
� B�i/��,%���4����2 � B � B � ������� ��?�&

Am. J. Phys., 46, � { 
 & 
 � � � B



36

25 J.
� �(�������)��& j n Search of the Edge of Time,

� ����2�����& 
 ��� $�B
26 P.

� ��IK.�����2�R&qc � ?����(��,-��������.����"��������`����2������b?����Q(�#!"��.g�����#����?�� �������)����� ��	��0�����
�8��.
relativity. Proceedings of Conference on Physical Interpretations of Relativity 
Theory IV,

f5���)���#(� � ��!��#�����-	 ��� � ����.���R��?����N��	 � !�������!��"& � ����2�����& � ��?��#��,����
� 
 ��� � &
298-312.

27 P.
� ��I5.#����2� &:� ���,�?�.#���
?�?��8���"!��g���T������� � ?����(��,-�������
.X���"(�)�����1��	W�0�����
�8��.X� ��.����)�����)���QB

Physics Education, 32,
� � -55, 
 ��� � B

28 P.
� ��IK.����

ds,
�h�H��.#�0����� �>!"��,����)�������h����!������ Y����2 < 6����#�������#���� [:�v!"��,�,%�����~��� � ��,-�"

D.
cV2�,-����2� � ?���?��
�8B

Speculat. Sci. Tech., 17,
$ � � -282, 
 ��� � B

29 P.
� ��IK.�����2�R&~� ���"I|��.#�0����� �g	8���y�8�
.����)�����������! < 6�������60, ,-�"!��������#!" B

Proceedings of 
Conference on Physical Interpretations of Relativity Theory V,

f5�����)��(� � ��!����
���-	 ���
Philosophy

��	 � !
������!"��& � ����2�����& � ��?�����,������ 
 ����� & ��� 
 -7.
30 P.

� ��IK.�����2� & � ��,%���)�������(?��8���#�����#�������	>����� � ��� �"!%��.#�0����� �"B
Speculat. Sci. Tech., 19,

243-51, 
 ����� B
31 P.

� ��IK.�����2� &tCE���V?����Q(�#!"��.K!����� � < 6�����!"��Y��	'�V����Iw���
�8(�#���H��	~�����
Dirac

� < 6������#����&t���
G.

� 6�������� & � B � ��	�	 ���8 &W����2 �
-P.

� �#������� � �"2� B � &
Causality and Locality in Modern 

Physics and Astronomy: Open Questions and Possible Solutions
�
Fundamental 

Theories of Physics,
����.�B � � & � .)6�Ih���/��!"�"2���,���! � 6���.)��(���
�8 � & � ��� 2��8�"!
����& 
 ����� & ��� � -

402.
32 P.

� ��I5.#����2� &+xs6��������
��!"����(��2��
�8���)������|��	9����� � ��� �"! ��.��0�
���8�"B
Proceedings of 

Conference on Physical Interpretations of Relativity Theory VI,
f5���)���#(� � ��!��#������	 ���

Philosophy
��	 � !
������!"��& � ����2�����& � ��?�����,������ 
 ����� & � { � -15.

33 P.
� ��I5.#����2���
��2 � B � BZiE6�.).����(���"&�CE���

Dirac
��.#�0����� �g�
��21�)��Y?����Q(��!"�
.K�������
��?��8�
�����)������&

arXiv:quant-ph/00010094.
34 P.

� ��I5.#����2� &e�W�%�
.��0����� �5	 ���E�8��.#�����)����(�)��! < 6�������6�,�,%��!��������#!" &e�)���+BDi/B � 6�	�	(�1����2'�wB
Wegener

� ��2� B � &
Recent Advances in Relativity Theory, Volume 2: Material 

Interpretations
� ��2��8������! �

ress,
� ��.), � ��������� &�xs.����(��2��"&�$�{�{ 
 &�$ � � -266.

35 P.
� ��I5.#����2�1����2 � B � B/iE6�.).����(���"&E�W?�?�.��#!"���)������1��	T���������).�?����#����� � ���8��!%(�����#�����"!��#���8&

arXiv:quant-ph/0103036
36 P.

� ��IK.�����2�V����2 � B � BAiX6�.�.#��������&uCE���/����.)?������������8�
?��8�"R���������)��������	F����� � �)�8�"!h��.��t�����8�5���
K.

fh��IW2���� � ��2�B � &
Implications

� $�{�{ 
 &  Proceedings of XXII ANPA Conference,
Cambridge,

�W6���6�(�7$�{�{�{ � & ��� -106.
37 See,

	 ���*� � ��,�?�.#�"& 	 B � ��6�����&5��� � �)���m !���.���� *�
��2����"!
�����8
–

���`��.��"�t�����T�����"I ��	
physicsEur. J. Phys., 11, � $ � -33, 
 ��� {�B

38 T.
� B�fh���Q���8&

Annals of Physics, 56,
� � �

-503, 
 � � {�B
39 T.

� B�fh���Q���8&
Phys. Rev., 182, 
 � � �

-83, 
 ����� B
40 T. 	 B��w���8�����.�.#&

Proc. Roy. Soc., A 276,
� � � & 
 ����� B

41 T. 	 B��w���8�����.�.#&
Cambridge. Phil. Soc. Proc., 61, ��� � & 
 ����� B

42 T. 	 B��w���8�����.�.#&
Nuovo Cimento, 38,

$�{ � & 
 ����� B
43 H.

cVB � 6�������	(	8&
Phys. Rev., D 35, � $ ��� & 
 ��� � B

44 E. � ��.# ����&
Phys. Rev., 150, 
 { � � -85, 
 ����� B



37

45 T.
� B�fh���Q���8&

Phys. Rev., D 1, 
 � $ � -30, 
 � � {�B
46 P.	 B�����.#��������& 	 ����(?���������������6�4��,��# (�#��� �

Am. J. Phys.52, � � {
-3, 
 ��� � B

47 P.
� ��I5.#����2� &0CE���;	�6���2���,-�������
.7?����8�
,%���#���8'��	4?����Q(�#!" B

Speculat. Sci. Tech., 6, ��� -
80, 
 ����� B

48 P.
� ��I5.#����2� &

The Fundamental Parameters of Physics: An Approach towards a 
Unified Theory,

� � � 6���.)��!"�
��������R& � �������(?�����.�& 
 ��� 
 B
49 P.

� ��IK.��
��2� & � ���A���!" � .��
� � ��0���q2���I5�M���g����(��!"R&���� � B�fh��Ih2��
� � ��2�B � &
Aspects II,

1999
�
Proceedings of XX ANPA Conference,

i/��,����(��2��0��& � ��?�����,������ 
 ����� � & 
 $ � -
134.

50 P.
� ��IK.�����2�R&��m	 ��6���2������#������.X��?�?�� ���"!��T�#�;?����A(�#!" &���� � ����[ ?����Q(�#!" } { 
 { � { � � B

51 C.
� B 	 ���������
�A& � ��I !"��� ?���� �"2�� � ����?�?���� � &

Proceedings of Conference on 
Physical Interpretations of Relativity Theory VII,

f5���)���#(� � ��!
�����)�-	8��� � ����.#�� ��?����
of
� !��#����!"�"& � ����2�����& � ��?��#��,����
�K$�{�{�{�& ����� -51.

52 e.g.
C;B5�w�����(�� &5CE���%6���� < 6��-�8��	 ���8����!��%	(�8��,-�

–
�#��)�g(6�?����(	�.)6���6�H���H��  �����)����.T�)�

special
� ��.����)�����)��� � &

Proceedings of Conference on Physical Interpretations of 
Relativity Theory VII,

f5�(�����
sh

� ��!��#������	 ��� � ���).���R��?���� ��	 � !�������!��"& � ����2�����&
September

$�{�{�{�&�$ � � B
53 S.

�+BVfh��.�.#& � B � B>iX6�.�.#�������b����2bfhBV�wB � ������B>iE.#�" ���!"��.y�����������#��6�����	g����� � �)�8�"!
bispinor.Found. Phys., � {�& ��� -57,

$�{�{�{�B
54 P.

� ��IK.�����2�;����2 � B � BsiE6�.).����(���"& � c � 6�(�����W�����/���).�?����#������	8����,-��.��#(,%&Q��� � ���
:quant-

ph/0109069

This
?���?��
��IW�"h?��8�� ��������2����*�)���-��6��������P���/����� ��� j�j j � � � � i/����	8��� ����!"�"&~iV��,������#2��0�"&

August
$0{�{ 
 B � ��,%�'?������#h�
�8�'���" �"2�������������6��)����� � K������3� &

Newton and the Concept of
Mass-Energy

� � �)������?�����. � ��������� (���)� � � �"  & 
 ��� { � ����2
Waves versus Corpuscles: the

Revolution that Never Was
� � � � 6���.��#!"�����#���� & � �������(?�����.�& 
 ��� $ � B � �"!��)������ 
 � -21

����!�.)6�2��
material

	(�8��, � B � ��IK.�����2���
��2 � B � B>iE6�.).����(���"&VCE��� � �)�8�"!b��.��0�
���8���
��2b���#g?����Q(��!"�
.
interpretation,

��� � �)��[ < 6������ -ph/00010094.


