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�����8���%� < 6������#����B � � ��?���
(���)����� ����� j � &������)���T���������4���
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�)���@���
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�
arbitrary
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M��3��������)��!��
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oduced
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∆(mv2 /
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Numerically,

Ih������
 ���(���W�����
�Z�)���W?������
�������
.Y�����
�8���1�#����, ��
K��IK��!"�'�����'����.)6�����	5�����
kinetic. 	 �@� �"!"�������#
 �'�����8�"&U��	W!"��6��8
R�"& �)�����X�����#
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K�)�������8
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n
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potential
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 B�CE�����D��
 [
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\ (1 – n)

2 T−
B
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	�	8��!���&A�G�����"
E6�
;�/� ��.��
��������
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������� ��� � B:x

or
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–
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!�����
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(���)?�������IW�"����?����#�������#��.N����2n3������
����!

energies.

3 Kinetic theory of gases 

The
	8�"!
�U�)�����U�#Ih����?�?����8�
����.���!"�����

radictory
� < 6������#����
;!����P�����������q
 ���#2h���W��.�.)6�
(��� �����

the
�0�����
�8��.T?��(����!��)?�.�� ��	P�)��� !"����
 ���(�������#���`��	%�������8�G�l!"�
� ��� ���"
(��.)�l� � ?�.#�������"2��)	�Ih�

consider
�����;3��)�������#!T������� ����� ��.����)�����1���>���T!"����!��������"21IK���)�1�����T�"!��)�����*
(�#2��>��	 � �"IK����� � 


third
.#�"IW&�IK����.#��������?����������)����.H�
�����8�����8��.#�����#��� !"����!�������
-�����)� �"!
�������v����2+�8�"��!����#����B

Because
��	Z�����V����!"�"
 
 �
���y�8��.#�����#����������IW�"�����)����,%&s�"��!��H��	~�)���"
 �>�
?�?��8���"!�����
Z��
Y�/?��8��?����

and
!"��,�?�.����#��� � ?�� �"
 
(�#���9��	������ !"����
 ���(�������#���9��	b������� ���QB � ��Ih�
�����8&�!���� !�6�,%
(�#����!"�"


generally
2���!��#�����yIK����!�����	K�����Y��IW���#
4�����Y,%��
(�/�

ppropriate
�#��6�
R�"B �9�0����2��).�.)6�
(��� �����#���

of
�����r!��������"!��)�����l��
M���������l���`���d��.#2�?��8����	 ��	 � ��I5�#��� � 
���	������

mv2 / r
.��"I�	8���

centripetal
	8���8!��"&s����2q������!"�q��	~�����/	8����,�6�.��

mv2 	 ���'���(�������
.S?����#�������#��.K�����
�8���QB 2 CE����
Z����2
the


 �����
.�.)�����w����z �"!��������)��� � �8��	(.��"!
���"2 � ��	(	%�����w!���� !
le

��	%�)���w���������#&@	(��� 
(�����v�w
 < 6����8�
formation,

����2@�)�����y�����K?���.)�A�t����IK���)����������!�� �"�"
(�)���;��6�,������K��	5
(��2���
 &"���"!"��,��)���0&"���������
limiting

!��"
 �"&T�r!
���8!
.��"B � ���8��&;�����*,-��,%�����)6�,
-doubling

�"!����#���d����2b� �"�"!��)�����n���w�����
imagined

?����Q
(�#!"��.M� ��	�.#�"!��)�����9?��8��2�6�!��"
b����� ?����������)����.r�����
rgy

	 ����,�6�.��"&%�"
�Ih��.).+�"

demonstrating

�)���+� ��.��
�������d�����#Ih�"�
�J�)����!�����
 �������
��������.#�"IW
+��	�.��)���"���w����2������G6�.����
momentum.

Another

(���G����	��#!"�����F!"��
 �4��
7�����@2����(�������)��������	Xfq���e.�� � 
7.���Ih&:���X�����4?��8��?����(���#������.��)���1��	

pressure
�
P)

����2w2�����
(���)� � �
)
�)�`�
� �#2��"��.1�t�"
 &4	�� ��, I5�_���>��
%��	(�����p2��"
R!����)���"2w�"
������

‘kinetic’
�����"���(�ABUiV�����)�8���(������IK�����E��
W��	��#��� 
������#�"2��)���
.���,-�������
���P�#� � ��������3�
 &������Y3������
����!

behaviour
��	H�0�"
P,%��.#�"!�6�.���
��#
P��� ���m2��)�8�"!��gIW���b�8�"
(?�����
(����.#��	8���Pfh���e.�� � 
�.��"IWB4CF���

derivation
�)������.����"
5�@2���6���.��)���y��	X,-��,%�����)6�, �"
7�����4��2�����.F�0�"
7,-��.��

cules
�8��	(.��"!
�F��	�	X�����

walls
��	M�����l!"�����#��������� &1��	������l
 �
,%��3�����2��"
 � �"IK����� �"
 
(6�,-�"2���� ���#
*��,-�"�������
���

reflections
6���2�����!��������(��?����#��. �"!"!"�
.���� �����#����B1CE���n	8�"!
������$ ����6�
��)�����8��2�6�!��"2k��
������
�

immediately
�8��,-�����"2y�����)���@	 �"!��E�����
�;IW�Y�������Y���g!"��.#!�6�.��
���Y������������� �"�0�Y���),%�Y���

tween
collisions

�
t
\H$

a } v)
��
~�����;���),%�;�#��3����1���>��� ������.

twice
�����/.������G���H��	~�)���>!"�����#��������� �

a).
The

������� �"�0�h	 ���8!"�h�)�����%���"!"��,-�"
V�)���h,%��,-������6�, !��������0� } ���),%�P\ $
mv } t

\
mv2 } a,

and
�����@?��8��
 
(6��8�y2�6��'���������',%��.#�"!�6�.#�@�)� �y!�6�����!"�
.;!����������)�����h��	h
(��2��

a
���"!���,%�"


mv2 }
a3,

���
mv2 } V

� ����.�6�,-� � &�.#�"�"2��)���V	8���
n
,%��.���!�6�.��"
����;�����F?��8�"
R
(6��8�

-density
�8��.#�����#����
(����?�B

CF��������!�����?����8�
�������+��	h,-��,%�����)6�,
-doubling

,%�"�
��
@�)�����5�������r�"!����#���+����21�8�"��!����#���
are

�)��!�.�6�2���2 �)� ����� 
(�Q
(���
, 6���2����n!"����
(��2��
�8���)������&������
�8�����=!�� �"�����)��� �k
(�#�"�"2��
-state

dynamics
I5�)����?���
(���)������
K��	7,-��.��"!
6�.��"
K!"����
��������E�����~�)��,%�

-average.
CV��3��)���;�����#�T�"!"!"��6����

the
����� �"��2��),%����
(�#����
;������IW�"���bIK����!����)���q����.���!��)������
T2���
����(����6�����2�&Q�����h� �����#�%��	;?��8��
 
(6��8�
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and
2�����
(�)��� �

P } � )
�#
>2������)���"2�	�� ��,=�)���

potential energy
�����(,

mv2 	8���q�"�"!
�-,%��.#�"!�6�.��
and

��
4� < ual
�#�T�����Z�����)�82T��	U�����Y�����
�8�"�0�;��	S�����;
 < 6����8��2;����.���!
�����Q&����

c−2 } � B
Strictly


(?�����3������0&7�)����
h� �"
(6�.��V���"
h�����)��������IK������
R���������h��� 2�� IK����� �
���r2��e����,��#!"��.
model

��	'�0��
Z,%��.#�"!�6�.��/��������������6�� B � ��I5�#���H2������)���"2�� � �"!��).��y�����>
R��,%�V� �"
(6�.)��&s�"
 
�6�,������t&
for purely mathematical purposes,3

�������+�0�"
�,%��.#�"!�6�.#�"
l!"��6�.#2 ���`!"����
(��2��
�8�"29�"

stationary

����z �"!��#
l� � �����)�����9���8�
?�6�.�
(�)��� ��6���IW���82k	8��� !"� �����"��!������������b���9�)�������8
 �
proportional

?�� ��?������)�������#���)�������*2���
�������!"����?����(��&h����2��N�0��
��)�k
����"�"2��l
(�����#�N� � �����#
H�
pressure

������.).42��)�8�"!
�
ions

I5���#!��P�#
;� � �"!��).��������W
 ��,-�h��
E�)���5,-��.��"!
6�.��"
X���������y!"����
(�#2����8��2
stationary

���H�V���),%�>�����
�8�"�0�q����2�� � �����)�����P�/	8���8!��V��������� 
 ��.)��?�� ��?������)��������.U���h�)�������F,%�"�
�
distance

��?��
����&_��� &�	 ���@�;	�� � �"2>,%�"
 
'��	'�0�"
 &0���>�)���;.��������)�*��	~�)���>!"�������
������� B � j �S�#
Z������&s��	
course,

���"!"�
ssary

���+��
 
(6�,%�g�������h������
y��
-2�6����#�+��?����Q
(��!���.h�)������� �"!��)�����r�����#Ih�����r�����
molecules.)

We
����.������(�����q�)�g3��)�������#!;�����������#��6��@I5���
�MIW�;�8�
.����#�;�����T�����
�8�"�0�;3��)�������#!T������� ���%��	

the
,-��.��"!
6�.��"
��#�M�������#��,�?��
�8���)6��8����	��������0��
 � ��6��W�����
�8�1��
y��� � 2����(�������)����� � ��������.�����2

because
���

mperature
�#
~�����52���	��)���"2>����2���?��
��2�������.)�%��	4�)���;3��������)��!T�����
�8���Q&s����2�IW�V,%��3��

this
2���	(�����)���#���*���N�
�

explicit
6�
 �1��	'�����>���)�����
.4�����"��� ��,%&A�#�P	�����2P�)���

unknown
�����
�8�"�0�

kinetic
�
�����8�G�g	(�8��, �����

known
?������
�������
.;�
�����8���QB 	 �'	��)��2y�)�����E�����'?����������)����.V�����
�8���H��	

each
�)��2������

dual
,-��.��"!�6�.#�b��


kT
	8���+���"!�� 2��"��� �"�n��	*	�� �"�"2���,%&��
��2�&q��� �����#��.�& � kT.

However,
��� ��?�?�.)�u�)���n�����r�����(����.%�)���"���8��, �#�L�)���r�8�"
(60.���
w��	 �)���+?����#�������#��.�������� ���

calculations,
IW��!"�
�+�8��.#�������)���M2��e����,��#!"��.W�����������#��6��-��	����r�#2��"��.��0�"
����*�)���g3������
����!

energy
� � ?��8�"
R
(����� � � kT /

$
)
	 ���'���#
'�)��2������#2�6���.K,%��.#�"!�6�.���
 B j ����	(	8�"!��#&_�)���12������)�������#���r��	

Boyle’s
.#�"I �"
 
(6�,������ 2��u����,���!"�
.o�0��
 ,%��.#�"!�6�.#�"
 IW�"
 ,%��� ��.�� ��� ��?��
�8���)��������.

convenience;
	8���K?�� �"
 
(6�� �Y�����(,%
@��	W�����P3��)��2�&UIK�������
�����K�����
���W�����#������&���� �y�
��� � ?�� �"
 
(�#���

of
�����h�"!��)��������	F	8��� !"�q���F?������
�������
.4���

ergy.
CE��������
 &u�)�U�#
;�5?�6��8��.)��	8����,-��.�,%���)�����;I5���
�������

we
2��"
 !
�������K�����W�0�"
X���������(,%
/��	E�����W�������8���0�53��)�������#!h�
�����8�G�g��	F�)���5�)��2������#2�6���._,%��.���!�6�.��"


or
���*� < 6������
.������5�
�����8�"�t�"2

-out
?����#�������#��.5�����
�8���-��	4�����T�0��
'�"
'�TIK����.��"B0�9�t�"
~���*
(�#�"�"2��

state
��
T� < 6�������.#�����4������
(�Q
(�#��, IK�����b!"����
��������@� � ?��
��
(�����q	 ���8!"�W������.).'2���� �"!��)������
 &X����2%�

system
��	S�)����
U3��)��2;���"!"�"
 
R�����).��W�8� < 6��)�8�"
4�F�������#��.Q� ��.��
�������g��	S�����F	8����,

V−
\g$

T−
B

between
�)���Z���),%�

-averaged
?����#�������#��.X����2;3��)�������#!Y������� ������
 B

It
��
;�)������� �"
(���)���0&A����!��#2��������
.�.��Q&A������� � �"IK����� � 
T�"���(.�����
(�@2����(�������)�����b��	Y�)���P!"�����)����?��
����.

force
.#�"I �

mv2 } r)
� ?����#��� ���l�����L�0�"��,-�����(��!"�
.-?��8����	+2���
 !�6�
R
 �"2���������� � 2 ��������.�����2

essentially
�����'
 �
,%�'!"��.).���
�������?��8��!"��
 
 � �)������.��������T�����������S?������)��!�.#�"
 � ��
S��
S����I�6�
R�"2Y���T�����

kinetic
�����"���(� ��	��t�"
 �"
 &�I5�)���J	8���8!��p!"�
.�!�6�.#�����"2J�"
 �����+?��8��2�6�!��b��	N������!��������t�w�)�

momentum
�)�*�;?������)��!�.#�>2�6��V���q�),�?��"!
�K����2q�)���V�8���#�>���4I5���#!��H!"��.).���
�������
Z�#��3��V?�.���!"�"&t�����

collision
� �����T����������	8��6���21����2������#2������P�����>?����(����!
.��>����.���!
���)�-���-�����12��#
(������!��T�)�8�����
.�.���2

between
!��

llisions.
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4 Radiation pressure 

Consideration
��	;,%�
�����(����.Y�0�"
 �"
/.��"�"2�
/6�
>���%�����)���P
(6���zG��!��'��	V?���������� � �0�"
 �"
 � &7�"
5	��)�8
(�

considered
����cF�)��
(���
�����)� 2����(�����)����� �"2������)������?��8�"
 
�6��8�"& 	8��.).���IK�����T�����y�"����.)����� &S!�.#�"
 
(�#!"��.#&

calculation
����fh��.��#�R,%������B � ��,-����3��
��.��Q&u�����W� � ?��

essions
	8���E?������#���%�0�"
R�"
V�
�8�

identical
in form

�#�'������
 �~	 ���7,%���#�����#��.E�0��
 �"
 & ���������)����6����������~?������#�����t�"
S��
K�~� ��.����)�����#
(���#!'
(�A
�����,-&
unlike

������,-�����
�����
.��0�"
RB j ��� � ��!��h?��
�8��.).���.W���*�)���M� � ?�� �"
 
(�#���r	8�����g,-�����
�����
.P�0��
 &Z�����
radiation

?��8��
 
(6��8�h��	Y�5?������������t�"
;IK���)�����
a
	�� � �"2�����!�.���
�6��8�5��
F	 ��6���2h���W���q�����K������� 2���	

the
�����
�8����2�����
(�)������	S� �"2������)������&��)�����Q�#
 [

P
\ 1

3
�  c2 B

 
In

�����#
5!"������� � �#& �)���4?����������������������"
S�)��� � �"!���.)�q�)���'
 ��,%�'IW���P�"
K�~,%�
�����(����.A?��
�����#!�.���&:�
��2�&
because

�)���1
(�A
�����,��#
'�)�r
����"�"2�� 
(�����#�"&A�����������
�8���������(,
mc2 �����������"
T��


potential,
�����

kinetic,
�����
�8���Q&E� � �"!���.)� �"
;�)��
;	 ����, IW��6�.�2�
(6��0�t�"
(��BACE���h?������#����
>��� �h�8��	(.��

cted
��	(	;�����

walls
��	'�����1!"�����#�������
�'���H�����1
 ��,-�gIW���N��
'�)���>,%���#�����#��.W�0�"
Y,-��.��"!�6�.#�"
 &F��.��)����6����H������


time
IW�>!"���H�
.�
 ��!"����
���2����Z�����V?�� ��!"�"
 
Y��
F��������.)������������
 ���(?��������%����2h�8�

-emission,
CE�����8�

is
�)��6�
F���W,��Q
(�����(����6�
 � �8�
.����)������
�����! � 	 �"!������V���ZIW����3������8�

–
�"
/
(6��t�0�"
(�#�"2W���g
 ��,-�h�
6��������8


who

R�"�

mc2 	8���5�����'?������������"
W� � 3��������)��! � ������� �����8�
?�.��"!��)���T�����'�����(,
mv2 } $y6�
 �"2�	8���

material
?������)��!�.#�"
 �

mc2 ��
y
(��,�?�.����T�8��	(.��"!
�������r��	@�����T?����������)����.5�����)6��8�g��	@�����T?���������� � 

total

�����
�8���QB
The

IK����.��>?����)���W��	'cF�)��
(���
��� � 
Y�)�����8��2�6�!
����������	Y�)���q	8���(,�6�.
a E

\
mc2 �#�P�8��?�� �"
 �����

the
?������#��� � 
������#��.1�����
�8��� � ����2�&4����������.����G�A&~�)��������	�����6_��,%���#�����#��.q?��
�����#!�.���
 � IW�"
��#�

preserve
�����

classical
.#�"Ih
y��	�!"����
 ���(�������#���+��	@,%��
 
��
��2M!"����
R���������)�����r��	y�������8�G�ABs�P


Einstein
����,%
R��.�	VIW�"
VIW��.).~��Ih��� �"&e�)���4�������
.F�������8�G�1� < 6����)����� E

\
mc2 !"�
�������s���W2��
��������2�&

by
2��"2�6�!��)�����',%�"����
R&:	�� ��, �����'?���
(��6�.#�����"
W��	5�8��.#�����)�����)� � ��.).E�������/!"�
������2���,-����
(��� �����"2T��


the change of energy
	 ����,�6�.#�

∆E
\

∆mc2. j �4�#
;,%��� ��.������b�"!��Y��	;	 �����)�%���%� � ���
��2�������

formula

���������',%��� ���0�
�����8��.V� � ?�� �"
 
(�#����B:CE����
K��
K���"!"��6�
R�@�)���@�#������./�
�����8���������(,���!"!�6��8

only

�"
/�W!"����
(���
���~��	V���(�����)�8���(�T����.�6��K���y�����4�����#�"��� �����#���-��	X�)���4�8��.#�����)����
(�)��!@� � ?��8�"
R
(�����y	8���
rate

��	K�
�����8����!��������t�"[
dT
dt = F.v

B

In
�"2�2��)���#����&4������?��8��
 ����!"� ��	

mc2 �)� �)�����8��.#�����)����
(�)��!�3��)�������#! ������� ���l� < 6��
��������&'IK����!
�
emerges

�"
U�����;
 ��.�6��)�����T���;�)����
U�)�����"�G�8��.#[

T
\ mc2

(1 – v2 / c2)1/2

\
mc2 � mv2

2 � B B B
 
contradicts

�����NIW��.�.
-established

?����)��!���?�.#�%�)�����g
(?��"!
����.T� ��.��
�������#
(���#!N� < 6������#����
P.��"�"2��#�
classical

�����"
VIK�����
v � c. j ��?��(����!��)?�.��"&:Ih�@!"��6�.#2���2�2�������!"����
(�#�����F��	X�����#�"���8�
�������y���'�����
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equation.
�P2�2��)���

mc2,
	8���y� � �
,�?�.���&ZIW��6�.�2��8��,-�����>�����1������,-��.���6�
Y���
��, �����)���8�
.�� �
��2

make
�)���T� � ?��8�"
R
(������&0	8���

v � c,
�#2��������#!"��.5IK���)�g�)���T!�.���
 
(��!���.K������&s�"
YIW��6�.�2q������,-��.�.)�����

required.j �F����
K��������	 ��6���2�!������������������#& �)��� ��.��
�������)���Q& ����IW�����
�8&����T����3��Y������!"����
��������/��	
integration

�"
;{�&u����!"��6�
 �5������
/��.).���IW
V�W!"�����������#�����Z2���	��)�����)�����%��	V� �
-vector

,%��,-������6�,-&
and

�������>���;	��)��2T� � ?����Q
(�#!"��. � ,%�"�
�������V	 ���S�����;�"2�2��"2;���
��,
mc2.

Writers
IK�����������y�)�����"
(�)���0���#�"2�cE����
������)� � 
���IK�w��� ��6�,-������
�����2MIK���M2���,-����
(��� �����

the
����.)��2��)������	~���#
Y2������)�������#���H��	~�)���>� < 6����)����� ∆E

\
∆mc2 ?����)���U�#�h�����h�������)��� �����Q&u������6��G�

physically
� �"�"
 �����
��.��"&K������6�� �N��	�����
�� � �#����
(����� ��� �-����2�� � 
P�����#��.T,%�"
R
 B � �#�"!�����.1�
��2

Toretti,
	8���;� � ��,�?�.#�"&A
(�#�����5�������#[ � CF���5	��)����.4!�����!�.�6�
(�#���P�����
�U�)���q�����)��� �5,-�"
 
/��	;�K����2��T��


in
��	�	 �"!��g�-,%���"
(6��8�N��	��)��
�������� ���A&K��
%��	%!

ourse
�
������� ��.��b6���IW����� �������"2����bcF�)��
(���
��� � 


premisses’;4
����2>������� < 6������;cE����
������)�M��
~	8��.�.#��Ih
R[ � �p,%�"
R


m
�#
Y� < 6������
.������ –

����
 ��	 ���'�"

its

�������(���#�*��
�!�����!"��������2
–

���l���d�����
�8���`!"�������
���%��	�,-�"�����)��6�2��
mc2.

� �)��!"��IW��!"�
�
arbitrarily

	(� � �)���N�����8� ��	 � �)���%�#������.g�
�����8��� � &WIW���
�8�-�����g�������`����.#�%�#�m2��#
(���)����6���
���&
without

���(������� �����)���"
 
 &@������IW�"��� � � ���(6�� � ����2`��� � �
?�?����8�
��� � ,%��
 
N��	%�����w
(�Q
(����,-B j �
appears

,�6�!
�T,%���8�F������6�� ��.Q�#�;�8�"�0�
�82T��.).Q,%�
�����(����.D,%�"
 
~�"
4�Y
������8�;��	K������� ���QB � 5
Of

!���6��8
 �"&/IK�����'��
1���(������� �����M����
(?��"!��#��.'�8��.#�����)�����)�����"�"2%�����'�����������)��� �������)�m���������
contexts;

�)	1���N��2��"���#
 � ?����Q
(��!���.�.)�M�8���"
 ��������.#� � ��� � ������6�� ��. � &7���Y,�6�
(�;���-� � ?�.)��!"�
��.����)�
terms

��	;
 ��,-�q2���	(�����)���/?����Q
(�#!"��.�?�������!
��?�.���
 � �
��2W��	E,-�"
 
X��
X���@���h!"����
���2���� �"2��"
/� � 
(�#���8� �
of

�������8�G�A&X�����
�b�)����
>?����)��!���?�.#��,�6�
(�'���P�8��.#������2%�#�-��������20�"�%�
f
,%��
 
��"
��%
(?��"!
��	��#!"��.).��

potential
	8���(,���	'�
�����8���QB � �q?��8����.��
,%&t�����
�8��	 ���8�"&s���(��
 ��
Z��	YIh�/�8�"!"���G����
 �V�)�����

mc2 ���"
;�
classical,as well as relativistic,

,%�����������0B j ��
�
�����6�!
��6��8����
�!�.#�"����.)�M�)��������	1�%!�.#�"
 
(�#!"��.
potential

������� ���A&XIK����!
�%��
V?�� �"!���
R��.��MI5���
�'IW�PIh��6�.#2-� � ?
ect total

�������8�G�g�#�����"&7�
��2����
was

������� ��2�6�!"�"2��#��?��8�"
R�������-��!�.��"
R
(��!"�
.T!"����
 �
�������)����� .���IhB � ��3���,-�����b���������W�����)���0
W�)�
relativity

� �)��� � !���Ih�
�8��
 !����).�2��8��2���6�
 &~�)����� < 6����)������
�	 �����)����� � ?�����2������H6���������� 
 �"&~�����
gravitational

�8��2�
(����	(��&t�����q
(?����H��	Z�����>��.#�"!��)�8��� � &t�)���>� � ?
ression

2����"
Z�����K�
����
R�V	�� ��,v�����
theory

��	-� ��.��
�������)���m����
R��.�	-��6�����
 �M,%��� �M	�6���2���,-�������
.��)��6����dIK����!
�l�������������"���(�m���"

uncovered.

5 The classical potential energy of the photon 

The
��6�,����
�r$m����
�	(�8� < 6������).��l���"�
�92��"
 !
��������2`�"
�� � �8�
.����)������
�����! � 	 �"!��#����
R��?����8�
�������

relativistic
�
��2q�������8��.#�����)����
(�)��!>!"��
 �"
 &t��6��U���S�#
Z����
(6�!����)�������tB j �~IW��6�.�2h���h� � ���8�����82������
���

if
�8��.#�����)����
(�)��!J!"����2����)������
`
�����6�.�2o
 ��,-������I !"����
(?��)�8�J� � �"!���.)� ���J����.)���v���p2���6���.��

significant
!�.#�"
 
(�#!"��. < 6��������)���#�"
 B � ��.#�����)����
(�)��!K	8�"!��#���8
/���8�K���e?��#!"��.�.)�g��	E�����K	8����, � \ � 
 – v2

/ c2)–1/2,

�6��0�0�"
(�)�����g
 ��,%�y��� �"2�6���.V!��������0�yIK�����

v → c. j �E,%��3���
5����?����A
(�#!"��.V
 ����
R�@�#�
suppose

�)�����P�����M�)�8����
������#���L��������.�����
 2���
 !�� �����M�)�����"�t���8
 B�i/���(�����)��.��Q&
∆E

\
∆mc2 ��
��

relativistic
� < 6����)����������!"��6�
 �K���_����!�����?����8�
���"
7����� � 	8��!������X�)���)���

∆m
�����(,%&���6��

E
\

mc2 ��

not,

�����
��������6����P�)�U�#����3P�8�
.����)�������)�����P2��#
 !"�������F���#
;��?�?�.)��!"�
�����������h,-�������(����.�?����(����!
.��"
 B
mc2

is
�M?����#�������#��.�������� ��� �����(, ���d!
.��"
 
���!"��.�?����A
���!"
�IK����!
�l���"
��)���r
 ��,-�r��	�	 �"!��-�"
������

equationE
\

mc2 ���y�8�
.����)������
�����!4?����Q
(��!�
 &D�
��2@�)���'��	�	 �"!���
KIK���#!���2���?�����2�����.��P���
E

\
mc2

and
�����5
(?��"!
��	��#!"��.).��%���1�)��� �

-vector
!"��,����������)�����H��	Y
(?��"!"�q����2q���),%�>!"�
�����>2������)���"2q���
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classical
��?�?�� ���"!����"
T�����)��� ��.�������2���?�����2��
���@��	�������!"����!"��?��'��	Y�8��.#�����)�����)�AB j ��	8�"!��#&A���%�����

special
!"�"
 � ��	�.��#�����1?�����������


–
����.��#����� � !"���(?�6�
 !�.���
 � ���p����� ��.�2��������
��,��)����.

ogy –
potential

�����
�8�����#����,-
h��	5�����'	8���(,
mc2,

���5�������)�h� < 6�������.#�����#&:�������'���"���g�8�"�G6�.����(.��P6�
 ��2
since

�����h
 ���������#�"�����)��!"�����)6����������5�������#�����g��	V!�.#�"
 
(�#!"��.Z!"�����#� � ��
 &D����2��
�8�W
(���).�.Z
 �W6�
R�"2W�)�
specialised

!"�
.�!�6�.#�����#����
 B
Newton,

	 ���5� � ��,�?�.��"&"����� � ��,������)���T����,-��
(?��������#!~�
efraction

�)� 
 ��� � &�!"����!"���)���"2;�����
bending

��	Z.)�������~�"
V� < 6�������.#����� � ���%��6��Z�#����,-
 � �#�P�q!
�������0�5���P?����#�������#��.4�
�����8����	(�8��,
mc2

as
�T� �"
(6�.)�W��	y�1!"����
(���
���K�8��	(�8�"!��)�����P	��#��.�2H������.#�"�0��6�
Y�������_�g�G�8�����)�����)��������.K	(����.#2

g
���K�����

Earth’s

�6���	8��!"�"B 6-8 CE����� < 6������#���-���W6�
 ��2-Ih��
q��	

fectively
������
 ��,%���"
q��6��h
(�#�"�"2��

-state
potential

������� ��� � ��� �
vis viva’)

� < 6������#����	 ���M��!��)�8!�6�.#���*���8�
�������
���������
.����(�����#&q
(.)�������).��
modified

	 ���K��������.�.)��?��)��!"��./!��"
 �"B � � 2��������(�P�8�
	��8��!����#�������Y��� �"���#�"2g�"
@�'?�� ��!"�"
 
@�����
.��"�0��6�

to

��� �����)�����)��������.��������)����.y,%���)������&>
(6���z �"!����
o

��	 ���8!"�
mc2 / r,

����2�&/���+�),�?�.��#!"���)������&q�
potential

�
�����8���
mc2,

�����
.��"�0��6�
r�#���)���d�G�8�����)�����)��������. ���(�����#��. 	8��� !"�
mv2 / r

�
��2
gravitational

?����#�������#��.Y�
�����8���
mv2.

CE����
W������.����G����
K?���
 
(���0.��'���"!"��6�
 �'�����y!"����
(�#����!��H��	
the

����.#��!��)���`��	�.��#�����%�
��
(6��8�"
g�������������r��?��)��!"��.-
(�
stem

��
 � 
(�#�"�"2��
-state’

����2b�)�����y����

potential

�
�����8���������(, ��
-��6�,%���(��!"�
.�.�� � < 6�������.#���������+�����
�����������M�)�������8
 �
-square-law

gravitational

(�Q
(���
,%B

As
�P�8��
(6�.��y��	T�)����
1
 �"!"����2�!"��.#!�6�.��
��������& � �"I5�#���nIW�"
1����.#�����NIK�����#�����m�%2��8�
	�����	

Query
$�$ } � {@	 ���X�����

Opticks
�)������[ � B B

.upon
�4	 �����/!"��,�?�6������)�����y���XI5�).�. � ��� � 	8��6���2Y�)�����A�����

gravity
��	5��6��5�"�
�������#��Ih��� 2�
S����� � 6�������?��8��?����(���#���y�#�Y����� < 6������)���)�P��	U����
�,%���)�����U��
4���������

ten
��6���2�� �"2q,��).�.)�����H��	~,���.).�������
;��	~,��).�.)������
Y��	F,��).�.��#����
;��	F���),%�"
E.��"
R
F�����
�P�����5	8���8!��/���

wch
�q� ��� ��	;.����G���4���b�����

ering
����������.#�"
 
T����!
���Q
(����.Z��
>2�� �"IK�����;�),�?���.).��"2��#��Ih��� 2�
V�����

refracting
����2��ABsB B B xF���Z�����V����.#��!����)����	Z.)����������
E���h�)���/����.#��!����)����	ZcV���(���P�)� � �(����
E,%�"����6�


as ��� 2��
�A
h��	V�)��,-� � �)�NIK����!�� � �����'cV�����)� 2��"
R!����)���"
5�)��� � 
 ��,-��
�?��"!"�
–);

�������E�#
h�������8!
�
equal

�#�Y�����~�8��2���6�
K��	7�)��
K�������#�y�
����6�� � ,�����6��#�"
 &"�����~�)��,-�~����IW!���.����G���E!"��,%��
S	��8��, � �����
Sun)

���q6�
 � �����
�S��
;�"
Y������6�� 
 $�& {�{�{q��� 
 Bu�W��2h�)���/�8��2���6�
V��	Z�)���q!�6��(����������	;�/� ������	Z.)�������
during

��� � 
 � �8��	(�8�"!��)���������Z�����P
�6���	8��!"�P��	T�G.��"
 
q����Ih!��%�)�~	 ��.�.#
V�����(�M����.)� < 6���.)�A&:��
/�#�������
curvity

��	~�)���>�"���(��� � ����&s�"
Z�)���V�8��2���6�
;��	F�����
� � ���P�#�h�����5�8��2���6�
;��	;!�6��(������6�� �q��	F�����/� ���
or

�"
5��������� 
 & {�{�{�& {�{�{�& {�{�{�& {�{�{�& {�{�{�& {�{�{@�#� 
 B"�W��2Y�����~	8��� !"�'IW!���������2�
S�����~� ���q�#
S���Y�����
force

Ih!
�H3�����?�
;�������"�
���������>����� � � �
zG�"!
����.#�h���%�)��
>���(�����;.)�����P��	 � �8�
zG��!����#���%�����h� �����
o

compounded
��	K�)���y2�6�?�.)��!"�
���;�8�
�����1��	4�)���;����.���!
�����#�"
 � �)���;�8�
�����1��	4�)���T!�6������)���#�"
'��	4�����

lines
��	S?�� �
zG�"!
��������B � 9-10

In
�����������
�-!"�
.�!�6�.#�����#���r���r�)���M
 �
,%�g,-����6�
 !��(��?��#& � ��I5�#���r������3��������8�"2��)6�
���	������

Earth’s
���(�����q�"
 ��� ,���.).��#����,��).��"
 � ���"
 ��2����+�g
 ��.��
�W?��
�8��.).�� � ��	 
 $*
 �"!"����2�
 � �
��2g�����

radius
��	�!�6��(������6�� ����	@�)����?����)�+��	��T.����G���/?��
�����#!�.��g�"
 
 { –6 �)��!����"
 Bs�P
R
(6�,��)�����)�����K�����

light
	�� ��,v�)��� � 6��P���
3��"
 � B � ,�����6��#�"
F�#�h�8�"��!��P�����5cV�����)������2h�)���������P�)����
F�)��,-�/�����5cV�����)�

would
�������K��� ������.).��"2 � 
 � � ,���.#�"
 &����K	 ��6���2@�)���4�8���)���y��	X�����4	8�

rces
���'���@������6�� � × 
 { 26.

The
!"���0�����)?������
.�	 ���8!"�d!"��.#!�6�.��
��������6�
 �"2 ��� � ��I5�#��� � 
L
(�)6�2����"
L��	+�8�
	��8��!����#�����#
��
�

illustration
��	W������?���Ih������	W�����T�������#��.5�����"��� ��,%&Z����2g,�6�
(�h���)�����)����!"���(�8�"!
�/��6�,-�����#!"��.

energy
�8��.#�����#���%IK���������
�;���E�����_�����W2��"
 !
����?��)�����-��	F�)���5	 ���8!��5�#
 � !

orrect’.
CF���@!"����
����8�
������


which
���"��2h���h���h��?�?�.��#�"2h�#�h	��)��2W�����K���(6��5���
��6��8�W��	E�����K���"!��#���E	8���8!��h��� �5�����_� � < 6���� �"2W�#�
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find
�)���Z��6�,-�����#!"��.Q���
.�6��Y��	U�����Y
 !���.����4������� ���AB
A < 6��)���>2��)	�	 ���8�����U6�
 �V�#
Z	8��6���2q�)� � ��I5�#��� � 
F	 ����,�6�.��5	8���F�����/���
.���!��)������	YIW�����"
E�����

medium,
�)�����

rms
��	P��.#�"
(�)��!��)���b���h?�� �"
 
(6�� � �

E)
����2�2��
��
(���)� � �

),
IK����!���������?�?�.��#�"2��#�

both
.��#�����7����2T
 ��6���2�B 11 cV
 
R�������#��.�.)�A& � �"IK����� � 
�	8����,�6�.��

c
\ �

E } �
)1/2

is
���M� � ?��8�"
R
(�����M��	K�����Y	8��!��X�������X�)���Y?����������)����./�����
�8������	4������
(�Q
(����,���	K?������#����
 &_���@�0�"


molecules
�)���)���@!"�"
 �@��	/
 ��6���2 �

mc2),
��
K� < 6���.Q��� the

IW����3�2������'���X!"����
(���
���A?��8�"
R
(6��8�'�"

a
?�� ��2�6�!��F��	X?�� �"
 
(6�� �W�
��2@����.)6�,%�"B�CE���'��?�?�.��#!"�����#�������Y.��#������& ���5�
�A.��"��
(�A���Y�)��
S,%��2���6�, ��	

propagation,
��!"!
6��8
4���g������!"��.#!�6�.��
�������g���1�)���;?�6���.���
����"2 � 6��
���%$ 
 ��	4�)���;�8���)���>�����#Ih�"�
�

the
��.��"
����#!����)���"
'?����@6������h2�����
(�)���N��	y�>?�� ��?

osed
��.��"!
���8�

-optic
� �"���)����� � �
��2*���),%��
(?����
����!

air,
����2������',%����6�
R!����)?��/������2�����!��y
�����Ih
4�����
�X������
@IW�"
4.��)��3��"2g��.�
 �gIK�����g������!"�
.�!�6�.#�����#���

of
������	 ���8!"�l��	M�8��	(�8�"!��)������&1��!"!�6��(���)������,�,-�"2����
����.)� ��	(���
�M������	������
.������ 
(����� ��	*�������

calculation
�)�T�����Z,-����6�
 !��(��?���B 10

Newton’s
��.

asticity
��	 �����L�"���)����� ��
wIK������IW��IW��6�.#2J!"�
.�.N�����
�8��� 2�����
(���)�9��	

radiation
� �

c2),
I5���#!��k�#
H�8�
.����#�"2m���L�w� � IW��.�. � 
�!
.��"
 
���!"�
.�	 ����,�6�.#����	 
 � � � �#� �����

radiation
?�� �"
 
(6�� �"&S����2������'�8���)��������!"�
.�!�6�.#�����"
K��
R&:������	�	 �"!��#& �)���Y�8���)���g��	K������������� ���P?����

unit
,%��
 
1��	g�P?������)��!�.

e
��	T.)�������'�#���)�����������8�G��?����T6������;,%�"
R
���	1���m�����q,%��.���!�6�.��"&5�"


manifested
�����)���5�)�8����
�,���
R
(�����-��	;
R��6���2�B � ��Ih& �����4,%��.#�"!�6�.#���X?����������)����.F�
�����8���q?����X6������

mass
	 ���/�����X,-���>���@!"��.#!�6�.��
���"2'	�� ��, �����43��������)��!4�����������1��	/�t�"
 �"
 �

PV
\

RT)
���E������6�� 
 B �

× 
 { 5 � 3_� –1 IK�����
T

\ � {�{ � B � �)��!"�/�)���q������� ����?����F6�������,%�"
R
F	8���;�K.����G����?������#�����#
 � ×
1016 � 3_� –1,

�)���g� �����#�*��
 � × 
 { 11,
I5���#!��r��
�!"��,�?��
�8����.#�MIK���)� � ��I5�#��� � 
 � B � × 
 { 11

minimum
��� � 6����(�*$ 
 B � ���G����&7��	q!"��6��8
R�"&7IK��.�.V��.#Ih�
�A
W�����_� � !"����� �"!�� � � �"
(6�.��#
5	 ���h
(6�!�� �

calculation
I5��������� ������.�.)�

ng
����� ��6������K����!�6�6�,%&����"!"��6�
R�K�)��
(6�!���!���� !�6�,%
(�#����!"�"
R& �)�����8�4��


no

 ��6��8!�����	%2��#
 
(��?��
��������&'�
��2M�����g���)���#��.h� ��.��
������������3��"
����r�)��
y�#2��"��.W	8���(,%B � �"IK����� � 


formula
	8����!"��.#!�6�.����)�����1�����T����.���!��)���#�"
���	�IW�����"
'���r��,-�"2���6�,|�#
@�)��6�
��������)�����@?�����	 �"!��

illustration
��	/���-�
?�?�.���!����

ion
��	X�)���K���)���#��.s�����"��� ��,%&:����2'���s�#
7���"!"��6�
 �4�)�s��
5
(6�!����~?�����	 �"!��

illustration
�����
�q���PIh���(3�
������M!"�"
 ��IK����� ��������,-��2���.���	������#���8��!����#���LI5�)���r,-�����#���y���

longer
��?�?�.��#�"
 B7CE����
q�#
�I5���*�����%��.#�"
(���#!����)�r��	h.��#�����;�#
h?��8��!���
 �
.��H�����-
 �
,%���)���������"
W����


energy
2��
��
(���)�ABQ�W.��)�

ough
�����#
>2����"
V�����Y��?�?�.��M�"
q� � ��!���.)�1���-
 ��6���2�&SI5����� � � �"
 � �
?�.��"!"�

later

(����IW�"2 � ����� � ��.#�"
(���#!����)� � !"����
��������_���"�"2�
X���@���h!���.�!�6�.#���#�"2@	(�8��, �)���W��2����������)��!"&��8�
�������

than
�����+��
 ���)������,-��.�&�����.�6���&y������!"���(�8�"!��)�����J	8�"!��#���N��
 �8��.#�����)����.�� 
�,%��.).%���=���82���� ��	

magnitude
�����(,%
 � $�{

%).

6 The gravitational bending of light 

Interestingly,
������6����1.)�������7�)�1	��8���>
(?��"!"�/���"
Z����.#��!����)�

c,
�
��2�&t������� ��	8��� �"&t���q�8��
(�S,-�"
 
Y���

kinetic
������� ���Q&

as soon as you apply a gravitational field,
�)���~.��#����� � 
�.���IW
K2���I5� � &:�
��2�&

at
.#�"�"
(�

behaves
�"
@������6����M���q!"���

be
���8�������"2M�"
���?������)��!�.#��IK���)��3��������)��!��������8�G�

in the 
field.

CE���#
��#
�?�� �"!��#
 ��.�� IK�����'����?�?��
��
gIK������Ih�P6�
 �P�)����
(������2��
�82 � �"IK�������#�����"
 !"��?��
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velocity
� ���U3��������)��!Y�
�����8��� � � < 6������#���

mv2

2
\ GMm

r

to
2��
�������'�)��� � !���IW���8��
R!

hild
.��),��)�F	 ���h�@��.#�"!�3�����.#�"&:����?�60�8��.)�H!�.��"
R
(��!"�
.F,-�"����
 &U�"
WIh�"


done
���+�)�������#�������"�
������!"�����)6����N���N����!
����.�.�����2 � �
?�.��"!��"B 12-13 ��
 
(6�,������

v → c,
Ih�

derive
                 r

\ 2GM
 c2

andthere is no transition to a ‘relativistic’ value.
A

!�.#�"
 
(�#!T!"�
se

��	'��?�?�.��e�������;3��)�������#!T�������8�G�
-type

� < 6����)�����1���>.��#������&0�#
~�����>!�.#�"
 
(�#!"��.
derivation

��	������ 2���6���.��w��� �������#�����#������.�������2��)���0&��
� ��	(	8��!���������,-��.�.)�n������6��������#�w���
derivable

����.�� 	(�8��,a�)���H�t�������8�
.'�8��.#�����)����
(�)��!P	��#��.�2�� < 6����)������
 BXCE����2���6���.��P������2������N��	
light

���`�N���8�����)���
tional

	����
.�2����"
����"���p�
cause celêbre


(�)��!"��cV2�2��������#��� 6�
R�"2����>�#�
establish

cE�)��
(�����)� � 
>�������������)�b�)���H��!�.��)?�
 ��� � ?��"2����)��������	 
 � 
 � B 14 	 �P�������%
(����!����������
time

���"�
�-�8�
?��"������2�.��*�"
 
(6�� �"2��)�����Z�)����2���6���.#�W������2��)���y��
h�W� ��.��
�������#
(���#!���	(	8�"!
��&7����2y�������
‘Newtonian’

!���.�!�6�.#�
tions,

6�
������+����� ?�������!
��?�.�� ��	b� < 6����_��.�����!��"&W�e����.#2`����.)�l����.�	������
correct

����.)6��"&Q��.)������6����-
 ������� ��.Z��6�������� 
7�������4?�6��s	8���8IW��� 2�2��
,%����
(�)�8���)������
5��	X�����@2���6���.��
deflection

���"
 ��2T����.������g
(?��"!��#��.Q� ��.����)�����)���QB ��� -18

The
� � �"IK���������
� � !"��.#!�6�.��
���������#��3��"
E����
V�����#�����P	(�8��, � ��.�2����

r,
IK����&AIh�h���8�5����.#2�&u�����

paper
��	 
 � { 
 & 19-21 �)�����"
(���#�0���#�"2@�)���@���8�����)�����)��������.X2���	�.#�"!����#������	7.��#�����A���P�~,%�"
 
������~����2��Q&

using
�����*
(������2��
�82 �

vis viva’
�����"��� ��, ���y?����#�������#��.�������� ��� � < 6����)����� � ,%��2��)	��#�"2H	 �����

hyperbolic
�������)� � &��"!"!"��� 2������V�#�;�����Y� � ?�� �"
 
(�#����[

 
mc2 \ GMm(e – 
 )

r
&
 

 
with e

���
3���� �"
h�)���-�"!"!"�
�������#!����)�r��	h���������e?����(����.���!����������#B � ����!"� 
 � e,
����������.)	

-angle
deflection

���"!"��,-�"

1
e
\ GM

c2r
&

and
�����F	�6�.�.7������.#�Y2���	�.#�"!��)����� � �)�����Q�#
 &����g�
��2

out
��	S�)���Y��� �������#�����#������.Q	(����.#2 �

2
e
\ 2GM

c2r
B

General
�8��.#�����)�����)�A&�����IW������� &�	�����2�


2
e
\ 4GM

c2r
&

and
���wIW�"
��)��� 
(6�?�?���
 �"2 � � ?����(��,%�
������.*�8�"��.)��
 �
����������	b�

his
�8��
(6�.��rI5���#!�����.�.#��Ih��2

Eddington
���T!�.#����,p�������D���Z���"2 � �����
������� ��I5� � � ��I5�#���������T?����Q
(�#!"
 B

However,
� ��.�2����
�q2��#2y�����E6�
 �'�����'?����������)����.V�����
�8����� < 6������#����B � �Y6�
 �"2T�����Y3������
����!
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energy
� < 6������#����&  

mc2

2
\ GMm(e – 
 )

r
&
 

 
on

�)���'�_�"
(��
@��	 � �
?�.��"!"� � 
4?����#���W��,�?�.#���u,-�����/��	K���X�)��!"�
.�!�6�.#�����)���>�����Y��.��"!
3�����.#�'� �"2���6�
R&
and

���gIW��6�.�2g���
���������#�������"21����� � !"���(�8�"!
� � �����#��.W2���	�.#�"!��)�����H��	'���>���"2�6�
 �"2������12���6���.��
angle

��� !"��.#!�6�.��
������� ����
+�����#�"��� ��. � CE����
�Ih��
 &g�)��2��"�"2�&*!"����� �"!��N?��8��!"��2�6��8�"&1	8���+�����
deflection

��	/�K?������#���-!���,������Y?��"
��s����� � 6�� � 
K�"2��0�~	(�8��,k�)��	��)�����)�q��
K�'!��"
 �'��	5�������(�����A�)�
the

?�� ��!"�"
 
���	�	 ����,%�
��������&;����2*���������L�������)�h�)�L
(�#�"�"2��m
(�#�����"B j �W��
������1�8������� 
 �M��	y�����
process

��	;!��8�������)�����������(�����������"
 !"��?��)���W	(�8��,d�����W!"����	��)�������'	��#��.�2�& ,%��2���	(���"2�&D��	V!"��6��8
 ��&
by

�������0�u?����(����.��#!"&7�8���)�����>�����
��!
���8!
6�.����1������.�.)��?����#!"��.#&/���(�����V?��8��2�6�!"��2����*�)������,�,%����
 �
relative


�?��"�"2v��	N�)���w.)��������?�����������B�CE���p
(�#������	(��!"�
����!�����
(��2��
�8���)�����v�#
N�)������&g���d����

immensely

.������4zG��6������
�y?��(�����F���h�)��
V!"��,��)����!�.#��
 �/�#�h�����h���8�
�������
���������
.U	(����.#2���	E����� � 6���&
the

?���������� � 
�����.#��!����)� Ih��
�������2����#����,������"2���� ����� � 6�� � 
g���8�����)�����)��������.@	(����.#2�&V����2%�����
direction

��	P���#
%2���	�.#�"!����#���w��
�?����(?�����2���!�6�.#���P�#� �)����
 B4CE��� !�.#�"
 
(�#!"��.1� < 6������#���+6�
 �"2M���
Eddington

IW�"
~�)���T�����T
(?��"!��)	�����2T	 ���@
(�#�"�"2��
-state

!"����2��)���#����
 &_I5���
�8�"�"
~.)�������
-bending

��

surely

�
�g� � ��,�?�.#�Y��	K�
�����8����� � !��������t�"B
We


(����6�.�2'�����s���@
(6���?��(��
 �"2'�����
�F�K?�6�� ��.���!�.��"
R
(��!"�
.F!"��.#!�6�.����)��������	X�����4.��#�����
-bending

is
?���
 
(�)��.��M�)�L������
 IW���QB j �L?��(����!��)?�.��"&Y�8�
.����)�������)���)���"�����k2����"
�������?�� ��2�6�!"�r2��)	�	8�
�8�����

energy
� < 6������#����
W�#��!�.���
 
(��!���.V?����Q
(�#!"
 � ���/,%��� ��.��b!"���(�8�

cts
��6��W��� � ���y6���2���� 
(������2��)���M��	

what
��� �H
(���"��2��

-state
�
��2�IK���������8�H!����������)���b!�����2������#����
 BECF����?�����������&X����?����(����!
6�.���� &

provides
�����)��
(������!��V���HIK����!��HIW�>IW��6�.�2

expect
� ��.��
�������#
(���#!q� < 6������#����
F����!"������!��#2��qIK���)�

classical
�����"
 B � ����������������� ���A& ��	(�����K��.�.#&��#
S	��#��.�2�������� �

y
�
��2Y���"
S���Y,%���#�����#��.E!"��,�?���������� �

the
?����������n,-�"
 
���
 &5������� ��	8��� �"&q2���	(�����"2N���m�����(,%
H��	M�%?�� �

-existing
!�.#�"
 
(�#!"��.�������� ���

equation
�
��2�2����"
7�����s?�� ������2��@�@
 ��6��8!"�@��	X�)��2���?�����2������s�)��	8���(,%���)������I5���#!��-!��������46�
 ��2

to
2���
������_��6���
(�T���
��IW�"���g!�.#�"
 
(�#!"��.X�
��2;�8��.#�����)����
(�)��!Y!"����2��)�

ions.
The

6�
 �>��	Y� � 3��)�������#!>������� ��� � � � ?��8�"
R
(�����
mc2 /

$h�)�P���_�q!"�"
R�q��	F.����G���U������2��)����2����"

not,

��	�!"��6�� 
 �"&U�),�?�.����)�����V?������#��� � �#������.q������� ��� � �#
���	@�����#
@	 ����,-&~���@�������5�)�����8�T��
y�����
such

�)���������"
/�)��� � 3��)�������#!������
�8��� � ��	q�W?������#��� �
mc2 /

$ � �"
5���-�)���W?���� ��.�.#��.Y!��"
 ����	/�����
derivation

��	'�)��� � !
��Ih��� ��
 !����).�2��8�"2��)6�
 � ��
Y,%�
�8��.)�N���b� � ?��8��
 
(�����b��	Y�)�����"!��)�����b��	Y�����
perturbing

	����
.�2�B 	 �q����������
R�"�q�����#
>������� ����2��)�8�"!
��.��Q&Q	8��� &XIK�������������>�h?����������%�)������� �"!���

with

,%���)����� � ���'��
 � 2��
���"!��#�"2 � � &_�)��
 � �)��2���?�����2������ � � � ��
�������!��q���"
T!"�"�"
R�"2�����2P���
e

������� ���
absorbed

��
�?�6�� ��.��������g?����������)����.P���������#��.��
�����8���N����.)6��
mc2. j �W��
������#
��"
(?���!��P��	y�����

photon’s
� � �#
(������!��5�)�����_���"
E.#�"2W�#�W�)���5�#2��"�5�)�����_�����W����
 ���_!"�h��	E�)���5	 �"!������/$'��
5
 ��,-������I

a
,��Q
(���
���#��6�
U?��8��?����(������	S� ��.����)�����)���W�����Q?���� ��.�.#��.��"2;�)�g!�.���
 
(�#!"��.Q?����Q
(�#!"
 B

The
��2����g�����
�P� � �8�
.����)������
�����! � !"���(�8�"!
������� � ���)��������
(?��"!
����.����-�t�������8�
. � � !"�
6�
 �"
 � �����

doubling
��	y��� �������#�����#������.W��	(	8�"!��K�#
����*�).�.)6�
(��� �����#����&_�����W��	'�)���>	8�"!��K�)�����K�����1!"�
.�!�6�.#�����#���

has
��� ����2������l�)� �n� ��.����)�����#
(���#!dIW���Q&P��6����������M�8��.#�����)�����)�v?��8�����#2��"
l����� IW������	

incorporating
�������
	�	8��!��Y��	q!��������G������!�����2������#����
/�)	>IW�W���������NIK���)�-�����@?����������)����.#&D�8�
�������

than
�)��� 3��)�������#!"&-�����
�8����� < 6����)������B � ��� �"&������w?����������)���
.r�����
�8����� < 6����)����� �)�u?��#!"��.).��

produces
�����>�
	�	8��!��K��	Y���8�����)�����)��������.U�8�"2�
�����	��#&s���~�)��,%�q2���.��
���#����&sI5���).��V� ��.����)�����)�����"2�2�
Z�����

corresponding
.��������)�*!"������� �"!����#����B � �1
 ��,-�T��6�������� 
~�������>�
�8��6��"2q	 ���~�)���V�8�"2�
�����	��U���������
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‘Newtonian’
IK����.#�N�)����.��������)�

-contraction
��� � 
�?��"!"�

-warping’
��
-�8��.#�����)����
(�)��!"&yIK����.��

others
!�.#����, �������������*� �������8
R�*��
��)��6��"B j �y���"
*��.�
 �����"����!
.����),%�"2b���
������6�
�.��w�������y�����

‘Newtonian’
��	�	 �"!��Y����
h�������-��2�2��"2������)�����;?�� ��2�6�!"�"2����H������cE�)��
(�����)� !"��.#!�6�.����)����� ��	

1911,
���"
R�"2����������W� < 6�������.#����!"�K?����)��!���?�.#� � I5���#!��%��.#
 �����0�����)���"2�����.)�T����.�	V��	E�����W!"����� �"!��

value),
���5�)�����E�����'��IW����	(	8�"!��#
h�
�8�'�����y
 ��,%��&S����2��������@�#�y����
(6�?�?�.#��,%�
�����"2T����� � �)��6�� �

relativistic
��	(	8�"!
��&t.��)3��V�����/CF����,-�"
Z?�� �"!"�"
 
�������B 16,22-25 j �U��
 &s��	Y!"��6��8
R�"&t?�6��8��.)� � !�.���
 
(��!���. �

energy
!"����
���2���� �����#����
'I5���#!��*2��"!���2��;�)���;��
 
�6��"B j 	~�����;?������
�����#��.5������� ���%� < 6������#������
Z6�
 ��2

where
�����q3��)�������#!P������� ���M� < 6������#���%��
>�
?�?��8��?����#������&Q������� � !"����� �"!�� � ?����Q
(��!"�
.~�8���"
 ����
>!

an
be

	8��6���2;	 ���K��.),%��
(�
any

�"2�2��)���������
.Q���
��,9IK����!
�g2���6���.��"
U�)���Y��	(	8�"!
�Q?��8��2���!��#�"2�B
The

�)��6��r�����)6��8�L��	������l!����������)��6����#����
M,%�"2������ 2���	(	8��� �����N!"��6�
R�"
M���n�������)���8�"�
relativistic

?��8�"2��#!����#����
���	W�8�"2�
(���)	��#&U.��#�����V���
��2������M�
��2�?����(������.)������?�� �"!"�"
 
������M����
@���"�
�
obscured

������������.�.
-embracing

���
��6��8�g��	@�����g�0������� ��.5�8��.#���)������
�����!T	8���(,%��.)��
(,-&~����21���5��

too

���"
(��.)�g�"
 
�6�,%�"2@�������_�����W��	(	8�"!��#
V!��������W2������)���"2y����.��>	(�8��, �)���K	(6�.�.s	(����.#2�� < 6��
��������
5��	
general

�8��.#�����)�����)�ABDiV��,�?������#
 ���%IK���)�%!�.#�"
 
(�#!"��._?��8�"2��#!����#����
/2���,%����
(�)�8���#�5�)�����_�8�"2�
�����	��F�
��2
the

����,-��2���.#�����#����!"��,�?�����������
@��	K.)�������X������2��)���1����2�?��
�����_��.��#����?�� �"!"�"
 
������M2���?�����2g����.��
on

�����@�8��.#�����#���
E

\
mc2 ����2y�����Y��������� �

-vector
!"��,����)�������#��� ��	h
(?��"!�������2����),%�"B CF���

spatial
!���,�?����������#
'��	4�����;.)�������7���
��2�����������2>?����(������.)�����1?��8��!"�"
 
(�#���*
(����6�.�2q�)������	8��.).���I

automatically
	��8��,������P�
?�?�.���!������#������	 �

-vector

(?��"!"�

-time
IK���)����6��'�����1���"��2����-�
?�?�.��

the
� < 6��)����.#����!"�V?��(����!��)?�.��"&s�����y���),%�>2��).����)�����P����!"�"
 
 �
����.)���8� < 6��)���)��������� < 6�������.#�����U.#�������)�

contraction.
� ��Ih�
�����8&Y
�����!"�

mc2 ���L�1	��#��.�2*����
�� � 3������
����!*������� ��� � � < 6��)����.������#&;�����
�
special

�8�
.����
ivity

��
1����.)�w������.��#���������)��������?�?�� ���"!��������H!���.�!
6�.����)�������������',�6�
(�y��.�
R�%���
valid

!�.���
 
(��!���.�.)�AB 14,26-27

In
�/���#
(�����(��!"��.Z!"�����#� � ��&D��.��)����6����%IW�5���
���5����2����8��!��Z!"��.#!�6�.����)�����-��	F�)��� � � ��I5�#��������� �

deflection
��	4.��#�����7	(�8��, � �"IK�����1����,-
 ��.�	 &0������� �;��
'�;�8�
.����#�"21!"��.#!�6�.����)�����*�

f
���),%��
(?����
����!

refraction
6�
(�����'�����K?������
�������
.~�
�����8���g� < 6������#����&D
(�),��).����X�#�@�)���@�����W�
.��8���"2��>,%�
������������2�B 6-8

Newton
�"
 
(6�,-�"
q�y!"����
(�#�����E�8��	(�8�"!
�������T	��#��.�2

f
���V�@�����#�����

h
�
�������@�)���@cV���(��� � 
W
(6��(	8�"!"��&

entirely
�����
.��"�0��6�
;�#�P��������� �������#�����#������.4	��#��.�2

g
� \

GM / r2).
� �h�����

n
6�
R�"
 � �8��?���
(�)���#���

XLI,
���y!"��.#!�6�.��
���4�����~� �"
(6�.��)�����T2���	(.��"!
���������)�����Y?����8�
����.���!'���������#
K��	7.��#�����A� ���A
K�
�������(�����;�����

Earth’s
���),%��
(?������ �"B0CE���T�"
 
(6�,�?��������*��	4?��
�8������.)��!>���(������
F�8� < 6��)�8�"
 mc2 ���q���>� < 6��
���"2q�#�

the
?������
�����#��.@������� �����#����,

mfr
� 
 � !"��
 �

),
� < 6�������.#�����~�#�����������8�����)�����)��������.

GMm
� 
 �

cos
�
) } r,

IK����.#�~�����~6�
 �'��	 � � ��?���
(���)����� � � j �#
K� < 6�������.#�����A�#���~,%��2���	(��!"�
����������	
c2 ���q�����

factor
� 
 –

$
fh / c2)

�)�������h
 ��,%�hIh�
����
F�����5?����)��!���?�.#�q��	;� < 6������
.�����!"�5��
E6�
 �"2h�#�h,%��2��)	��
c2 ��� � 
 –

$
gr } c2)

��� � –2 ������� �������#�����#������.-������2��)���0B
Significantly,

���),%��
(?����
����!
refraction

�#
 
(�)��.�.k!"��.#!�6�.����#�"2=���a,-��2������ ��
(��� ������,���!���.��#� � ��������3�
p6�
������ �)���
old

corpuscular
�����"���(� �

7 The gyromagnetic ratio of the electron����

Relativity
���"
1��.#
 ���������n��
 
(6�,%��2��#�%���������"2��"2-���N� � ?�.#�����N�����%�
����,%��.#��6�
q,%�"�����
����!

moment
�
r,

� < 6�������.#������.)�A& �����@���e�8��,%�����������#!4�8���)���y��	/�Kfh�����/�
.��"!��)�8�����"! < 6��)�������������
�8���1�
magnetic

	����
.�2�BQ��!"!"���82��)������� � !�.���
 
(��!���. � �8�"�"
R���������0&Q�)�~���"
/���"����
(6�?�?���
 ��2�&X������.���!���� ���
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changing
���#
Y������6�.#���~	(�8� < 6��
��!���	(�8��, �

0
��� � �"! < 6��)�8�"
V������� ���������5,%�"�����
����!5	��#��.�2

B
��	

the
	 ����,

m
� � 2 –

�
0
2)

\
e
�

0rB
&

leading,
��	(�����U	8�"!
�������#�������#���g��	 � � 2 –

�
0
2),

�#�T���g������6�.#���S	(�8� < 6��
��!��P!
�������0�

∆
� \ eB

2mr
B

However,
�K�8��.#�����)����
(�)��!W��	�	 �"!��

(the
CE����,%�"
7?��8��!"�"
 
(�#����&D���0���)� � ����
(6��8��
X�)�����s�����@!�.#�"
 
(�#!"��.

e
�

0rB
��
��8��?�.#�"!"�"2;����$

e
�

0rB,
.����"2������V�#�

∆
� \ eB

mr
B

But
�8��.#�����)����
(�)��!�����2g!�.��"
R
(��!"�
.X���8������,-������
@!"���)��!���2���IK������&��"
@I5�)���g�����Y.��#�����X������2������

example,
�)���

kinetic
�����

rgy
� < 6������#�����#
�� �"!"�������#
 �"2���
��)���*�����H��?�?�.)���"2�����!
�������������

conditions,at the instant we ‘switch on’ the field.
CE������&�IW�Y��6��#��,%���)��!"�
.�.���IK�����#�

1
2 m(

� 2 –
�

0
2)

\
e
�

0rB
&

which
��
����;,%���8��&����T?����)��!���?�.#�"&������
�T�����Y� < 6��
�������g��	U,%���)�����T	 ���S6�����	 ����, �"!"!"��.#���8�
�������

v2 – u2 \1$
as

B

So,
�)���qCE����,%�"
;?�� �"!"�"
 
������%��
/���"�"2��"2��)	TIW�h���"���)��I5�)���%�)���h?����������)����.Y������� ����� < 6������#���

applicable
�#���y
(���"��2��H
(�����#�"&:��6��E�����E��	hIW���
?�?�.��������'3������
���#!������
�8����6�
 ��2y	8���W!
�������������

conditions.

8 The Dirac equation 

The
���u� ��,%�����������#!V�8�
�����q.#�"�"2�
Y�������
��6��8�
.�.��y���q�)���>
(6���z �"!��4��	'��.#�"!���� ���H
(?�����BtxF���Z�����#
 &sIh�

need
�#�������)�8��2�6�!"�@����� � �)�8�"!�� < 6������#����B � ���8�'���VIK��.).F���y!"�������
���������E�����8�"IK���)���'����� � �)�8�"!

equation, � ���
∂� �  im) � \�{

or �
iγγγγ.p � m −

�
0E) � \g{T&

in
�V,-���8�>�
.��0����� ����!/	8����,=IK����������� γ ,-�����(��!"��
F�8�
?�.��"!"��2h�����q!"��,����������)��������	 < 6����#�������#���

and
,�6�.)���)�������#����� �

-vector
��.#�0�����8��
 B 28-36 � ���8��&�Ih�YIK���)���

�
0
\

ik    ;    
�

1
\

ii ;     
�

2
\

j i ;    
�

3
\

ki ;    
�

5
\

ij .
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The < 6����#�������#���P6������#
 &
i, j, k,

	8��.).���I��)���56�
(6��
.�,�6�.��)��?�.)��!"���)��������6�.���
E	 ��� < 6��
�����(��������
 �
the

,�6�.��)�������(�����#�Z���"!��#���S6������#
 &
i, j , k,

	8��.�.#��IN�)���Z,�6�.)���)?�.���!������#���T��6�.#�"
U	8��� � ��6�.��D,%���)����!��"
 [

vector units quaternion units

i2
\ 
 i2

\
–1

ij = –ji
\

ik ij
\

– ji
\

k
j2 \ 
 j2

\
–1

jk
\

–kj
\

ii jk
\

– kj
\

i
k2 \ 
 k2 \

–1
ki

\
– ki

\
ij ki = – ik

\
j
B

The
�8�
	8����,�6�.����)�������#
@����!"�"
 
 �
���%���1�����T6���2����8
�������2��)���*��	@����I`�)��� � ��� �"!�� < 6������#���

relates
���M!�.��"
R
(��!"�
.>�����
�8����!"����
R���������)�����*��6�.

es,
	 ���8&�6�
����������#&~IW��!"�
�+�"�"
���.���2��
�������T�����

Dirac
� < 6������#����&X���#�������%i/����� �"
(?�����2�����!"� � �(����!��)?�.��"B 	 ���#��3���������!�.��"
R
(��!"�
.;�8�
.����)������
�����!

energy-momentum
!"����
 ���(�������#���g� < 6������#����[

           E2 – p2c2 – m0
2c4 \1{l&

and
	8�"!
�����(�����Z6�
(�)���>��6�� < 6��
�����(������� -multivariate-4-vector

��?���� ������� 
U���T���)���"[

�
± kE ± ii p � ij m0)

�
± kE ± ii p � ij m0)

\1{TB

Adding
����� � ?������������#��.m�#����, ����2 �8��?�.#�"!��)��� �)����.#��	��

-hand
���8�"!
3����w��� < 6�������6�,

differential
��?���� ������� 
 &�IW�Y���������)�

�
�
�

�
�
�± ik

∂
∂t

± i∇ � ijm0 �
\�{

,
where

   �  = �
± kE ± ii p � ij m0) e

-i(Et - p.r) B

The
	 ��6��/
 ��.�6��)������
7?���
 
(�)��.��@IK�����

± E, ± p,
,%�
�>���4�8��?�� �"
 �����#�"2'���1�@!"��.�6�,��y����!������

with
�����F	8��6��U�����(,%
 [

(kE + ii p � ij m0)
(kE − ii p � ij m0)
(−kE + ii p � ij m0)
(−kE − ii p � ij m0)

&

representing
�*
�������.#� < 6������)6�, 
(�����#�"B 	 �H!"���b?��8��!"���"2H�#��
(����Iv�)��������
(?���� 
 ����
R���

wavefunction
� ����!"���(?����8���)�����V	 ����,������

-antifermion
!"��,��������
������� � ��
U�)���Y
(6�, ��	
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(kE + ii p � ij m0)
�
−kE + ii p � ij m0)

(kE − ii p � ij m0)
�
−kE − ii p � ij m0)

(−kE + ii p � ij m0)
�
kE + ii p � ij m0)

(−kE − ii p � ij m0)
�
kE − ii p � ij m0)

while
�Y
�?����g{;����
 ���T�#
U�����;
(6�,9��	

(kE + ii p � ij m0)
�
−kE − ii p � ij m0)

(kE − ii p � ij m0)
�
−kE + ii p � ij m0)

(−kE + ii p � ij m0)
�
kE − ii p � ij m0)

(−kE − ii p � ij m0)
�
kE + i i p � ij m0)

&

each
,�6�.��)��?�.)���"2b���w�)���H6�
(6���.�� � ?����������)����.y	8���(, �)� !�� �"���)����� ������Ih�
����	�6���!��)������B5CF���

fermion
Ih�����
	�6���!��)����� ��
���	�	 �"!����)����.��������).�?������
��� � ��
 < 6���� ���8�����>��	�{ � &K�
��2������y����
R���

wavefunction
� ?�� ��2�6�!��H��	%��IW�+����.�?����#������
 � �"�"!�������������.)?������������#�w�)���w��������� � B

The
multiplications

����� �@���8�@
 !"�
.����X,�6�.����)?�.��#!"�����#����
5��	/� �
-component

���8�~���"!
����� � !"��,�?���
 ��2
of

�����/.���	(�
-hand

���8��!�3�����
 � &u� ��?��8�"
R�������)���W�����5?������)��!�.#�q
(�#������
 &A����2��/3��������"!��#��� � !"��,�?���
 ��2
of

�����F���#�����
-hand

���8�"!
3�����
 � &��8��?�� �"
 �����)�����V�)���Y�����)��?����(����!
.��Y
������#�"
 B

9 Electron spin from the Dirac equation 

The
!"���0���������#������.'��� �"����,-��������	1
�?����N�����)�8��2�6�!"�"
q�)����	8�"!
�����1$-�)���8��6����N������?�� ��?������)�+��	

noncommutation
��	X���"!��#���/��?����8���#���8
 B�xs�8��, �)���'
(���
��2����82Y����� 
(��������	7�)��� � �)�8�"!'� < 6������#����&

we
�����#���)�

�
σσσσ̂, H]

\ �
σσσσ̂, i �

0γγγγ.p � �
0m]

B

whereH
��
U�)��� � �
,���.)�������#����&����S�#������.7�������8�G�P��?���� ������� &�����2

σ̂l = i �
0

�
5

�
1
&�IK���)�

l
\ 
 &�$�& �

and
                                    i �

0γγγγ.p
\

i �
0

�
1p1 � i �

0
�

2p2 � i �
0

�
3p3

B

Translating
�����#
U�����#�T��6��S���"I

Dirac
	8���(,%��.)��
(,-&�Ih�Y�����#������[

σ̂1
\

–i
�

σ̂2
\

–j
�

σ̂3
\

–k
or

σσσσ̂
\

–1
&

and
γγγγ
\

i1
&

where1
�#
U�����Z6����)� � 
(?���� � ���"!������ B
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Since� 0m
\

ikm
����
~���T����!������4�#����,�����2

σσσσ̂
��� < 6����#�����0������&0��������!"��,�,�6�����&s����2�Ih�

may
2����(�����Z�)���Y!"�����������)��������.

�
σσσσ̂, � 0m]

\1{
and

�
σσσσ̂, H]

\ �
σσσσ̂, i � 0γγγγ.p]

B
Now,

i � 0γγγγ.p
\

–j
�
ip1 � jp2 � kp3)

B
So,

�
σσσσ̂, H]

\g$
j
�
ij p2 � ikp3 � ji p1+ jk p3 � kip1 � kj p2)\

2ij
�
k(p2 – p1) � j (p1 – p3) � i(p3 – p2))\1$

ij 1 × p
B

In
,-���8�;!"�������������#������.Q�#����,-
 &

�
σσσσ̂, H]

\g$
iki

�
k(p2 – p1) � j (p1 – p3) � i(p3 – p2))\1$

ik γγγγ × p\1$
� 0 γγγγ × p

B

The
	8�"!��#���w$ ��?�?��"�
�8
r�"
��b�8�"
�6�.�� ��	*������!"��,�,�6����
��������B � ?��"!
��	��#!"��.).��Q&q�����#
*�����

anticommuting
?��8��?��
�����*��	5�����',�6�.)���)�������#�����'���"!��#���8
K�����)�

e �
,-�����(��!"�"
WIK����!���?��8��2�6�!"�"


the
2���6��0.���������	�	 �"!��#BuCE����
F�#
F�)���/�8��
(6�.��~Ih�hI5�#
(���"2h�#�P�"!����#�����"B CE���5� �"
(�Z��	E�����W2������)�������#���

is
?�6�� ��.��y	8���(,%��.#&s����2�!"�������q2������>�����)�����'!��������������#������.�.)�-���Z�����)���V���"I+	8����,-��.��#
(,%B j 	 L

is
�)���Y�������)����.7������6�.#���S,-��,%�����)6�,

r × p,

�
L , H]

\ �
r × p, i � 0γγγγ.p � � 0m]\ �
r × p, i � 0γγγγ.p]

B

Taking
��6��7!"��,�,-���T	8�"!
�����8
R&

�
L , H]

\
i � 0

�
r , γγγγ.p] × p\

–ki
�
r , 1.p] × p\

–j
�
r , 1.p] × p

B
Now,

�
r , 1.p] �

\
– ii

�
�
�

�
�
�

x
∂ �
∂x

–
∂(x� )

 ∂x
– ij

�
�
�

�
�
�

y
∂ �
∂y

–
∂(y� )

 ∂y
– ik

�
�
�

�
�
�

z
∂ �
∂z

–
∂(z� )
 ∂ z

\
i1 �

B
Hence,

�
L , H]

\
– ij 1 × p

B
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This,
�"�t������&�!"�
�T���Y!"���������(���"2;�)�����T!"�����������)��������.D�����(,%
 [

�
L , H]

\
iki 1 × p

\
i � 0 γγγγ × p

B

Using
���_�"
 �Y� < 6��
��������
R&�Ih�Y2��
�������

�
L – 1 } $�&

H]
\g{

or
�
L � σσσσ̂ } $�&

H]
\1{TB

Hence,
�
L – 1 } $ � ��� �

L � σσσσ̂ } $ � ��
Y�q!"����
(���
���K��	~�)���V,%����������BtCE���V�),�?����(�������~�"
(?��"!
�4��	
this

2����(�������)��������
K�������E�����'	8��!������h$y�#
4������� ��2�6�!"�"2g�"
@�Y�8�"
(60.��/��	W�����)��!"��,�,�6����
�������g���g�����
products

��	S,�6�.��)�������(�����#�Z,%��,-������6�, ��?����8���#���8
 B

10 The Schrödinger equation 

Now,
���U,��#�����S���>��
 
(6�,%��2q�������U�����>
(?��)�������(, �

σσσσ̂ } $ � ��
E�����)�8��2�6�!"�"2�I5�)���P�)���/�8�
.����)������
�����!
aspect

��	5�)��� � ��� �"!�� < 6������#����B � ��Ih�����
�8&:6�
������>�����Y,�6�.)���
variate

���"!
�����8
R&UIW��!"���M���������)�
effectively

�)���Y
 ��,-�Z�8�"
�6�.��Q6�
������V�)���Z�����
-relativistic

� !���� � 2��)���0���4� < 6������#����&

(E − V) �  \ p2

2m �  ,

by
2����(�����)���*�����M������,%��.#��6�
�,%�����������#!�,%��,-��������	��������
.��"!
���8���+�)�+������?�� �"
 ����!�����	-�

magnetic
	����
.�2

B.37 � ?��)��&t����	 �
ct,

�#
Z?�6��8�
.����V?��8��?����(������	~�)���V,�6�.)���)�������#�����V���
��6��8�q��	~�����
p
�#����,-& ����2Y���"
S���������)���;����2���I5�)����I5���
�������7�)���'� < 6����)������6�
 �"2Y�#
S�8��.#�����)����
(�)��!'���S�����#B j �Q��


significant
�����8�h�)�����~�)���P
(�#����2����82%2��
�������
����������	V����� � !
��� � 2��)���0���q� < 6������#���-���"���)��
qIK���)�

the
!�.#�"
 
���!"��.7� � ?��8�"


sion
	 ���S3������
����!;�������8�G�A&

p2 /
$
m

\
mv2 } $�B

T
\ �

E − V) \ p2

2m ,

followed
���g
(6���
������)6����#���%��	E����� < 6�������6�,���?���� ������� 


E
\

i ∂ } ∂t
����2

p
\

– i ∇,
�"!����)�������

the
IW������	(6���!����#���

� ,
	 ���S�)���Y!"����� �"
(?�����2��)���>!�.���
 
(��!���.Q�#����,-
 &����T�G�����"[

�
E − V) �   = − 

1
2m ∇2 �  

or
i 

∂ψ
∂t

  − Vψ \ −
1

2m ∇2ψ ,

in
�����F����,-�

-varying
!��"
 �"B

Now,
�)�U�#
F?���
 
(�)��.��5���P
(����I��)�����_����� � !���� � 2��)���0���V� < 6����)��������
/��	�	 �"!����)����.��g�K.��),��)�������
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approximation
���P�����q���#
(?��������;	8����,a��	Y����� � ��� �"!�� < 6����)�����������)���q�8�

lativistic
.��),��)��B j �

principle,
������
T
�����6�.�2P,%�"�
�H�)�����4�)����
(?����bOk�����(,o�����
�'���(��
 ��
V	�� ��,=����� � �)�8�"!P� < 6������#���

has
���������)��������2���I5�)���������q	 �"!��Z�������Z�����P� < 6��
�������%�#
V�8�
.����)�����#
(���#!"&Q��6��~�#
>�h�8��
(6�.��Y��	;�����

fundamentally
,�6�.)�������
�����
���;�����)6��8�T��	~�)��
Z6�
R�>��	~�)���V,%��,-������6�,o��?����8�
�����8&s� < 6�������.#�����S�#�

the
6�
 ����	 � ��6�.)��,%�
�����#!"�"
 B j �l?��(����!��)?�.��"&TIW�r
(����6�.#2����r����.#�*���n
�����I��)�����y���b���"I

information
!"����!"���(�������>�����Y	 �"!������W$T��
4�)�����8��2�6�!��"2�IK���)��
�?��"!��#��.X�8��.#�����)�����)�AB 	 �Y����3��Y�����

Dirac
� < 6������#���T���T�)���Z	8���(,

(iγγγγ.p � m − � 0E) � \g{

and
!�������
R�"&7IK��������6��F.���
R
q��	q�0������� ��.��)���Q&D�����@,%��,%�
����6�, 2���� �"!����#���

ipx
\

p.
� �
�8�y�"�0���)��&

also, E
����2

p
� ��?��8�"
R�����w����� < 6�������6�, 2���	(	8��� �������#��.p��?���� ������� 
 &H� ���������L�)����� �)�������

eigenvalues.
CE����
U�)��,%��&�Ih�Z,-��3��Z�)���Y!"�����������)��������.7!�������!"��
4��	S,-�����(��!"��
U	8�

r � :

�
�
�

�
�
�

0

0

0

1

0

0

1

0

0

–1

0

0

–1

0

0

0

and
	
or � 1:

�
�
�

�
�
�

i

0

0

0

0

i

0

0

0

0

–i

0

0

0

0

–i

leading
�#�;�����Z� ��?��8�"
R���������)������[

 

�
�
�

�
�
�

p

0

0

E − m

0

p

E − m

0

0

−E − m

−p

0

−E − m

0

0

− p

�
�
�

�
�
�

� 4

� 3

� 2

� 1

\1{TB

This
!"���>���Z�8�"2�6�!��"2;���;�)���Y!"��6�?�.���2T� < 6������#����
 [

(E − m) �  \ p� &
and

(E + m)�  \ p� &

where
���_�Z����
(?��)�����8
4�
�8�Y���)�����T���

� \
�
�
�

�
�
�

� 2

� 1 &

and
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� \
�
�
�

�
�
�

�
4

�
3 B

Then,
�"
 
(6�,������V�)���Z�����

-relativistic
��?�?�� � � �),%���)�����

E ≈ m,
	 ���S.���I

p,
Ih�;���������)�

�  ≈
p

2m
�

and
(E − m) �  \ p2

2m
�  .

Using
�)���1
 ��,-�g�
?�?��8� � ��,-�����#����& � ,

�����8��&Z��.#
 �����"!"��,%��
 � .
iV�������
�����������
.�.��Q&F��	y!"��6��8
 ��&

the
� !

hrödinger
� < 6������#���b� � !�.�6�2��"
;�)���q,%�"
R
T�������8�G�

m
	(�8��,=�����q�����#��.@�����
�8���������(,

E,
and,

���T�)���Z?��8��
 ����!"�Y��	4�Z?������
�������
.X������� ���
V,

IW�Y�����#������[

(E − V) �  \ p2

2m
�  .

11 Electron spin from the Schrödinger equation 

Here,
���PIK��.�.h����
 �"�
�+�������h������	 �"!������-$

in
�����M!
.��"
 
���!"��.W?����#�������#��.P�
�����8���m� � ?�� �"
 
(�#���

ultimately
!"���(������
y�����
�'�������������1
 �
,%�>	8�"!
�����'���H�����1
(?��)�H�����(,�	8���'�����1��.#�"!��)�8����B j �b��6��

operator
�����#�����#����&t����� � !
��� � 2������t���Y� < 6������#����&AI5���
�������F	��#��.�2

-free
���F���P�)���/?�� �"
 ����!"�h��	Y�

field
IK���)�T���"!������U?����������)����.

A,
!����T�

e
IK�����)�����T�)�T�����Z	 ����,-&

$
mE�  = p2�

Using
�Z,�6�.��)�������(�����#�"&

p
\

–i∇∇∇∇ � eA,
IW�Y2������)���"[

$
mE�  =

�
–i∇∇∇∇ � eA)

�
–i∇∇∇∇ � eA) �  

=
�
–i∇∇∇∇ � eA)

�
–i∇∇∇∇ψ � eA � )

= –∇2� – ie
�
∇∇∇∇.ψA � i∇∇∇∇ � × A � A.∇∇∇∇ � � iA × ∇∇∇∇ � ) � e2A2�  

= –∇2� – ie
�
∇∇∇∇. � A � $

A.∇∇∇∇ � � i � ∇∇∇∇ × A) � e2A2 �

= –∇2� – ie
� � ∇∇∇∇.A � $

A.∇∇∇∇ � ) � e2A2 � � eB �

=
�
–i∇∇∇∇ � eA).(–i∇∇∇∇ � eA) � � eB �

=
�
–i∇∇∇∇ � eA).(–i∇∇∇∇ � eA) � � $

m µµµµ.B
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This
�#
Z�����>!��������������#������.S	 ����,���	Z����� � !
��� � 2������t���Y� < 6������#���P���%�/,%�����������#!/	(����.#2h	8���

spin
6�?�&E����2P���~��
;������$

mµµµµ.B
���
��,aIK����!
�%��
V� �"
(?�����
(�)��.��h	 ���;�)���P��.���!���� ��� � 
>������,-��.���6�


magnetic
,%��,-�����

.
CF���yIW������	�6���!
��������!"�����������)�������h
 !���.��
�q���5���).�?������
����B � ������� 
(�����T�����

(relative)

(���G�g��	

eA
	8���4
(?����g2���IK��&�Ih�;���������)�

2mE�  =
�
–i∇∇∇∇ – eA)

�
–i∇∇∇∇ – eA) �

=
�
–i∇∇∇∇ – eA)

�
–i∇∇∇∇ – eA) � –

$
m µµµµ.B

B

We
!"�
�%
 ���5	(�8��,������#
V2����(�������)�����y�������s�)���4	8�"!��#���/$@�#
7�������y�����)�8��2�6�!"�"2yI

ith
�����4�)�8����
(�)���#���

in
����� � !���� � 2������0�
��� < 6����)������	�� ��,o������!�.#�"
 
(�#!"��.43��)�������#!P�����
�8���g�����(,%&X����2�&X�
�~������
 ��,%�

time,
?��8�02�6�!"�"2;���W�����Y�����)��!"��,�,�6��)�����V�����)6��8�Y��	U�����Z,-��,%�
����6�,9��?��
�8���#���8B

12 The Heisenberg uncertainty principle 

It
��
;?��8��!���
R��.��g���"!"��6�
R�h����� � !���� � 2������0�
�T�

quation
�#
>2������)���"2����#�P�h3������
����!��������8�G���#����,

that
������
/	8�"!
�����T�
������� 
V�����#�������P� � ?�� �"
 
(�#���%	8���;�)���P
(?��)��&X����2������#
/?�� ��!"�"
 
5��
q��
 
 �����)����.).��

the

 ��,-�*�"
T������?��8��!��"
 
gI5���#!���&F�)���8��6����������������)��!"��,�,�6��)����� < 6��������)���#�"
1��	T����� � �)�8�"!

equation,
,-��3��"
 �

L � σσσσ̂ } $ �
a

!"����
��������/��	K�)���',-�����#����B �W�����#!"��,�,�6����)���g��?��
�8���#���8
@��.�
R�
introduce

�����Y	 �"!������'$T�)�1����� � ����
 �
�������8�q6���!"�
�����
���������8��.#���)�����1	8���4�)���T
 ��,-�;�8�"�"
R����&��
��2
the

� �
��
 �
�������8�>���
��,9�8�
.����#�"
@2����8��!���.)�P���>�����T���
�8�
-point

�����
�8���-2������)���"2>	��8��,v�����;3������
����!
energy

��	J�)��� �����(,%�����#! ��
 !
�
llator.

CE���9	8����,-��.J2����(�������)����� ��	��)��� � ����
R���������8�
uncertainty

�8��.#�����#���d�"
 
(6�,-�"
��r
(�#�����H�8��?�� �"
 �����#�"2����k��
(���
���H����!������ ψ IK����!�����
M�
�
eigenvector

��	W��������?����8���#���
P. j ���)����
�!"�"
 �"&�������� � ?���!����
�������M����.�6�����	h�)���������(������.#�

p2

becomes �
p2>

\ � *P2 �

and
�����F,%�"���g
 < 6����8�"2;���
�����
��!"�

�
∆p)2 \ � *{ P –

�
p>I} 2� \ � *P'2�

if P'
\

P –
�

p>I andI
�#
4�Z6������D,%���)��� � B � �),���.#����.)�A&�	 ���K��?���� ���#���

Q,

�
∆q)2 \ � *{ Q –

�
q>I} 2� \ ��� Q'2 � B

SinceP' � �
��2
Q' � �
�8�Z���"!
�����8
R&

�
∆p)2 �

∆q)2 \ � � *P’2� )
� � Q'2 � ) ≥

� � *P'Q' � )
� � *Q'P' � )

≥ (1/2)
� � *P'Q' � – � *Q'P' � )2

≥
� 
 } � �

( � *(P'Q' – Q'P') � 
�

≥
� 
 } � � �

P,Q]
�
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Hence �
∆p)

�
∆q) ≥

� 
 } $ � �
P,Q]

≥ h̄ /
$

if P
����2

Q
2��q�����4!"��,�,�6����"BtCE���>
(�#������	(��!"�
���K�"
(?���!��4��	F���0��
F?�� ����	Z�#
F�)�����U�)���/	 �"!������;$h�)�

the
� � ?�� �"
 
(�#���

h̄ } $T!"��,-�"
U	(�8��,`�)���Z������!"��,�,�6����
�������g��	U�����
p
��?����8���#���8B

13 The harmonic oscillator 

The
	8�"!��#���q$����-�)��� < 6������)6�,����
��,%�����#!���
 !
��.�.#�������/��
h!�.�������.)�*2������)���"2�	�� ��,��)���W	 �"!��F�������

thevarying
?����������)����.F�����
�8���h�����(, �"2�2��"2Y���Y�)��� � ��,���.)�������#����&

m� 2x2 } $�&��#
S����3��
�y	(�8��, �
classical

�����(,���	K�����
mv2 } $��)�u?��"B � ��& �)��� � !
��� � 2������t���@� < 6��
�������1	 ���4�����T���#�0����	(6���!����#���

un(x)
����2N�����t��������.�6��

En,
IK���)���)���

h̄2 � � ?�.��#!����).��H����!�.)6�2��"2 ����2��)���-
(?����)����.>2���,-����
(������

reduced

���;�)���Z.��)���"���
x,

���"!"��,%��
 [

�
�
�

�
�
�− 

h̄2

2m
∂2un(x)

∂ x2 � m� 2x2

2  un(x)  =  En un(x)  . 

This
� < 6����)������&��"
@
 ��.����"2T���M
(�#����2����82T��� � �#
@��� < 6������)6�,9,%��!���������!�
 & ?�� ��2�6�!"�"
@�T��� ��6���2

state
������� ���

h̄� } $�&EIK�������)���q	8�"!��#����$%�����#�������
�������y���%������$
m

�)�%�����P���(�����)����.'� < 6������#����B
We

2���	��)���Z�)���Z���"I �������#����.��"


                                      y
\
�
�
�

�
�
�m�

h̄

½

x           and � n
\

En } h̄�
&

and
�����

equation
����IN����!"��,%�"
R[

�
�
�

�
�
�∂2

∂2y
− y2 un(y)

\
�
�
�

�
�
�∂

∂y
� y

�
�
�

�
�
�∂

∂y
− y un(y) � un(y)

� 
 �

=
�
�
�

�
�
�∂

∂y
− y

�
�
�

�
�
�∂

∂y
+ y un(y) − un(y)

\
−2� n un(y)

B � $ �

From
�)����
~Ih�Y2��
�������

�
�
�

�
�
�∂

∂y
− y

�
�
�

�
�
�∂

∂y
� y

�
�
�

�
�
�∂

∂y
− y un(y)

\ �
−2� n − 1) 

�
�
�

�
�
�∂

∂y
− y  un(y)

� � �

and

�
�
�

�
�
�∂

∂y
+ y

�
�
�

�
�
�∂

∂y
− y

�
�
�

�
�
�∂

∂y
+ y un(y)

\ �
−2� n + 1) 

�
�
�

�
�
�∂

∂y
+ y  un(y)

B � � �

From
� � � &�Ih�Y,%�
��2������)���������)����� �

∂/∂y − y) un(y)
\*{�&�I5���#!���?�� ��2�6�!"�"
@��2�������� �0�����

solution,
��� �

∂/∂y − y) un(y)
\

un+1(y)
� 
 ��� � &�IK����!��T,-�"����
U�)�����

�
�
�

�
�
�∂

∂y
− y

�
�
�

�
�
�∂

∂y
� y un+1(y)

\ �
−2(� n + 
 � − 1) un+1(y)

&
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which
��
 � $ � 	 ���

un+1
��	

�
n + 
 \ �

n+1
B

From
� � � &SIW�@,-���H�������
��� �
�������
� �

∂/∂y + y) un(y)
\*{�&UIK���#!����G�����"
46�
4��������� ��6���2�
(�#�����

eigenfunction, u0(y)
\�� � ? �

−y2 /
$ � � ��� �

∂/∂y − y) un(y)
\

un−1(y)
� 
 ��� � B j ���)���q.����)�����

case,
� � � ����!"��,%�"


�
�
�

�
�
�∂

∂y
+ y

�
�
�

�
�
�∂

∂y
− y un−1(y)

\ �
−2(�

n − 
 � − 1) un−1(y)
if

�
n−1

\ �
n − 
 &

which
���)���"
V6�
>�P2��#
 !�� �����P
R�����#�"
>��	T�
�����8���#�"


En
���

nh̄�
���������@�������G�8��6���2-
(�#������BDxs�8��,

the
��� ��6���2T
(�#�����Y�
���0����	(6���!����#���g����2 � 
 � &�Ih�;���������)�

$ �
0 − 
 \1{T&

which
���)���"
U6�
U�)���Y���8��6���2T
������#�Y��� � �����8�

-point’
������� ���

E0
\ h̄�

2
B

Here,
IW�>!"���H2��
�������/�����V	 �"!������Y$q���

E0
2��)�8�"!
��.���	(�8��,d�����/�)����� ��2�6�!����#���P�����#� � !���� � 2��)���0���

equation
��	S�)���Y!�.#�"
 
(�#!"��.Q�#����,

m� 2x2 } $�&�IK����!��T�#
4� < 6��)����.��
���Q��� mv2 } $�B

14 The Klein-Gordon equation 

From
������� � ���8��!P����2 � !���� � 2��)���0���>� < 6������#����
 &XIW��
 �"�@�����
�Z	 ����,�������
/���
���W����.)	

-integral
spins.

� ��Ih& ��������&D2���IW�h� � ?�.#�����������K�����������8��.Z
(?��)��
V��	E����
R����
 &Q
(6�!
�%�"
X�����K?���������� � CF���
answer

����� �%�#
P�������#&hIK����.#�%�)���-	8���(,������`� < 6����)����� ��
P�����-3��)�������#! ������� ���l� < 6��
�������p��	
Schrödinger

��� � ��� �"!"&0���"
 ��2����
mv2 /

$����
p2 /

$
m,

�)���V����
 ���H� < 6��
���������#
Z�����/?����������)����.
energy

� < 6����)������&:����
 �"2����
E

\
mc2,

I5����� �
m

�#
5����I��)��� � �8�
.����)������
�����! � &��8���)�����K�������g�����
rest

,-�"
 
RB � ��!"���"�0���)��& �)�����������G���M��	K�����Y	8�"!
�����@$>��
'
R�"���1���1�)���;�������#��.7� ��.����)�����1�����#Ih�"�
�
kinetic

����2q?����#�������#��.K�
�����8���#�"
 BtCE��� � .����)�
-Gordon

� < 6��
�������_&sI5���#!��H��?�?�.��#�"
Z�)� < 6�������6 m
mechanics

���������'?�����������&U2������)���"
4����
4�)�����"��� ��./
(?��)������.)6��"
4	�� ��,9�����Y	8��!��X�������X�)��
@������� ���
term

!"�������
����
>6������'����.)6��"
1��	T�����P,%��
 

m.

CV��2��
���������)����
�� < 6������#����&/IW� < 6������)�����������
classical

� ��.����)�����#
(���#!Y������� ���
-momentum

� < 6������#����&

              E2 – p2c2 – m2c4 \g{l&

directly,
�#�T���������)�

                
∂2 �

∂t2
– ∇2� \

m2 � &
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in
6�������
wIK����� �

h̄ = c
\ 
 B j �d�����r���).�?������
������.��0�
���8�"&>�)��� � .#�����

-Gordon
� < 6������#���

automatically
�
?�?�.�����
h����	 ����,�������
 &K�"
�Ih��.).T�"
W��������
 ����
R&S���"!"��6�
 �y���T
���,�?�.)�*�)������.����"


pre-multiplication
��	Y�����8�q�����/���).�?����#�����42��)	�	 ���8�����)�

al
��?���� ������� BucV
 
 �����)����.).��Q&AIW�/���
3��/�����

Dirac
� < 6������#���

�
�
�

�
�
�

ik
∂
∂t

± i∇ ± ijm0 �
\�{T&

where
        �  = �

kE ± ii p ± ij m0) e
-i(Et - p.r) &

and
?��8�

-multiply
���

�
�
�

�
�
�

ik
∂
∂t

± i∇ ± ijm0
���T���)���

�
�
�

�
�
�

ik
∂
∂t

± i∇ ± ijm0
�
�
�

�
�
�

ik
∂
∂t

± i∇ ± ijm0 �
\�{T&

or

�
�
�

�
�
�∂2

∂t2
– ∇2 – m0 �

\1{TB

15 Relativistic mass and rest mass 

In
?����)��!���?�.#�"&F�)���13��)�������#!*�
�����8��� � ��.��
�������b��
T6

sed
I5���
�nIW��!"����
(�#2����g�P?������)��!�.#�H��
g�
�

object
��� �)��
 �
.�	8&K2���
 !����)���"2��������8�"
��;,%��
 


m0,
6���2����8�t����������!"�������)��6���6�
P!��������0��BSCF���

potential
�����
�8���T� ��.����)��������
X6�
 �"2�IK�����-Ih�@!"����
(�#2����/�4?������)��!
.��@I5�)�����)���)��
 � �������)�8����,-����� � &

with
� �8�
.����)������
�����!',%��
 
 � & ������� � < 6��).��)������6�, 
(�#�

te
�8� < 6������)���g��2��#
 !��8�
���'���8�
��
(���)������	 ���W�����

change.
CE���m� � �#
(���
��!"�m��	��)���"
 ����IW�p!�����
 �������
�������v��	������
�8�����
?�?��8���"!�����
%����
%���
���

profound
��,�?�.���!������#����
 &A����2P�
����
R�"
F	(�8��,=�/�����(��2�����?�
(�)�8���)6�,�����?����Q
(�#!"
 B � �����
����!W������� ���

may
���h�"
 
 ��!��#������2PI5�)���P� �"
(��,%�"
R
 &u���"!"�
6�
 �/�)�4!"�
���

ot
���h2���	��)���"2PIK���)����6��U�)�

–
�����W!"��6�.#2

consider
.����G��� � 
(.���IK����� 2���IK� � �)� �����8�
�������
���������
.y	(����.#2���
*��	(	8�"!
�������
.���� < 6��)����.��������#�

adopting
�+� �"
(�%,-�"
 
 &g����2�&g��	 !"��6��8
 ��&T?������#����
+2����"! < 6��)�8� � �
	�	8��!����)����,%�"
 
R�"
 � �)�

condensed
,-�����#���8B � �����
�������
.@������� �����#
T�"
 
 ��!��#������2HIK���)� � �

elativistic’
,%��
 
V���"!"�
6�
 �h�����

latter
��


defined
�)���8��6����w��?����������)����.q������� ���

-type
�#����, �

E
\

mc2),
.)�������/����	(�8�"��
(?��"!"�

being
�)���>� � �)�8��,-�>!"�"
 ��&sI5�)�������q3������
����!q�������8�G� } �8�"
(�U,%��
 
 &s����2 
 {�{q?����Y!"�����U?����������)����.

energy} �8�
.����)������
�����!4,-�"
 
 B�CE���W2���
 !����)?����#����& �)�-�"2�2��)�
ion,


 ����,%
7�#�@	(���s����IK�����y�����~���
.��������
that

�0���"
V����&u	8���;�/,-�����
�����
.U?����(���#!�.��"&QI5�����%Ih�h� � ?�����2W�)��
X�8��.#�����)����
(�)��!K,%�"
R

-energy

�#����,
(mc2)

���*	(����2*�)��
�3��������)��!M�
�����8��� �
mv2 /

$ � B � ���*Ih��� ��	�.#����3����������@���@��
T��������3��������
relativistic

�
�����8����!"����
 �
�������)�����g� < 6����)�����

            E2 – p2c2 – m0
2c4 \1{lB



24

We
!"���1���
3��;�8�"�0�
�82>�����#
Y�"
Y� � �8��.#�����)����
(�)��! � ,%�"
R
 � ?����#�������#��.K�
�����8��� � � < 6������#���H��	~�����

form E
\

mc2 � ���8�������)���H�
�W�����g�t�1�)���T?��
�����#!�.��>�)������� �"!����)����I5�)���H���#
y�
�������8����,-����� � &Z�
��2
proceed

��� < 6��������#���;���1� � .����)�
-Gordon

� < 6����)������& with
�����#�"��� ��.5
(?��)��B0�h.)�����(�������)����.��Q&sIh�

can

 ��?��
�8���#�Y��6��Q�)���Z3������
����!;�������8�G�h�#����,p6�
(�����V�)���Z�8��
(�Q,-�"
 


m0.
xs� ��,

  E2 \
m0

2c4

�
�
�

�
�
�

1 –
v2

c2
–1 &

we
�#��3��Z�)���Y
 < 6���� �Z�8�����#&�����2T�������
���

  E
\

m0c
2 � m0v

2

2 � �

B

The
� !���� � 2������0�
�W� < 6������#����& of

!"��6��8
R�"&_�����#
 �"
~	�� ��, �����#
'��?�?�� ���"!���& < 6��������#�R����� mv2 /
2

���b������	8���(,
p2 /

$
m. � ��IW&V��
gIW�P��������
(����IK��&E6�
(�)���N�P,�6�.��)�������(�����#�P	8����, ��	T�)���

momentum
��?���� ������� &

p
\

–i∇∇∇∇ � eA,
����� � !���� � 2������0���'� < 6����)�����1?��8��2�6�!"��
~�����;,%�����������#!

moment
��	Y�)������.��"!
���8����&EIK���)�H�)���h�8� < 6����8��2 half-integral

���
.�6��P��	>
(?�����&Q�)���PO9!"��,��)���
from

�����~�#����,
mv2/2

���
p2/2m;

����2Y�)�Q��
~��.�
 �T�
	�	8��!����)����.����Z.)��,��)���)���>��?�?��8� � �),%���)�����T���;�)���
bispinor

	8����,���	E����� � ���8��!h� < 6��
��������B j ��?��(����!��)?�.��"&:�"
5Ih�4���
���W
R�"����&�������
7,-�"����
7�������s�)���
spin

Or���
��,k�)�����E���(��
 �"
S	(�8��,p����� � ��� �
c
� < 6����)�����T���"
������������_�V���T2��TIK���)�T�����Z	 �"!��Q�)�����Q�)���

equation
��
W�8��.#�����)����
(�)��!"&S��6��>�����#
 �"
h	(�8��, �)����	�6���2��
,%�����#��.�.)�*,�6�.��)�������(�����#�y�����)6��8����	W���#


use
��	Y���_�q,%��,%�
����6�, ��?���� ������� B 	 ��!"��������Iv
 ���q�������4�)�@!"��,-�"
;	�� ��,o�����W�������M�"!��Y��	

square
�8�0���������'�����W������� ���g� < 6����)�����������)���@
 ��,%�@IW���1�"
7�)�����F��?���� �����#����?�� ��2�6�!"�"


mv2 /
$

in
�����>�8�
.����)������
�����!1� � ?�����
�������BsCF����Ok�#
 &A���b�"
 
 �
��!"�"&E��
(�#������,-�����@��	Y�)�����"!��@��	T
 < 6����8� -

rooting,
IK����!��1��
'� � ��!���.)�%IK�����7����?�?�����
'IK�����*IW�T
(?�.��)�5{>�����#�q��IW�q����.�?����#������
 � �����qO����

the
� !���� � 2��)���0���@�
?�?��8� � ��,-�����#���g�#
'�;,

anifestation
��	4�����#
'IK����!��*IW�T!"���1��� �"!"�;����� ��6����

the
O��)�T�����Z� ��.��
�������#
(���#!Z��������,�����.7��?�?��8� � �),%���)������B
Significantly,

�)�������(�����)�N��	V�)���W	 �"!������h$���
W
 �"���������8�'���������'?��8��!"��
 
hIK����!
� 
 < 6���� �
roots

������� � ?��8�"
R
(�����
E2 – m2.

CE�������(�����)� ��	5�����y
 ��,-�@	 �"!��#���/�)���)����2����(�������)�
on

��	q
�?����
from

�)��� � ��� �"!y� < 6������#����&:�#
h
 �������)�������'�����������#��6��h��	K�����������)��!"��,�,�6����)���>�����(,%
@I5���#!��
result

	(�8��,p������
�?��8��!"�"
R
 B j �T	8�"!��#&������Z�#Ih�;	 �"!��#���8
U�������F?��8�"!
��
 ��.)�h�)���Y
 ��,-�Y�����#������B
Another

�"
(?���!��W��	Y�����q?�� ��!"�"
 
;�#
;�������
dimensionality,

���b�0�����
�8��.#&s�)����� ��2�6�!"�"
;��I
o

orders
��	E,-�"���������'���-�5?��
�8��,-�������

–
��	F�)���5���
.�6�� � �"
X����.������G��� } �)��,%�W���V!������ �0� } ,%�"
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These,
��	W!"��6��8
R�"&U� � �#
(�/
(�),�6�.��#�����"��6�
(.)�P���M���0��6��0�

-invariant

(���
���"&���6��5IW�T!"���1��,-�"�������
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� �����
���������)���8��6������)���q�����8����
(?������#��.4?���
(�
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.��"�����)�������
��,%
;.)��3�� �

kE ± iip + ijm)
(kE � ijm)

�
kE � ijm);

�
kE � ijm)

�
kE ± iip + ijm)

�
kE � ijm),

IK���)� �)��� ��.�6�����

‘transferring’
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p

���
��IW�"��� ����� �
kE � ijm)

����2�������������� &S�
��2�
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 IK���)�l���n��	�	 �"!����)���*!����������)��6����#���b	(�8��,a����� � �������
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2�6��P���%��������.�6�����
 �"�
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�����
,`��� ����
(	 ���K
(?��)�gOTB
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(�K!"�����#������.)�%�;6����)�����8
 �
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 ����
'��.�IW���Q
~?��8��2�6�!"�

a
� �8���"!��)����� � IK���)�����|�������)���������)�8����,%�
����&NI5���#!�� !"��6�?�.���
�������, ��� ����� �
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wavefunction-changing
�����(,%&@
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 ��,-�4����,-�@�"
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7���'�����@IK����.��~?�� ��!"�"
 
K��	

renormalization
IK����!
�k?��8��2�6�!"��
����k�)��	��)�������m!������)� ��	�
(6�!�� !"��6�?�.)�����0
������ ��6����k�����

vacuum.
CE����!���6�?�.������g��	5�����'���"!�6�6�, ���T	8�
��,��
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�0������� ������
 � ����
 ���

-images’
����2T����!"�
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CE����
/
(6��0�t�"
(��
X�����
���)���5.#����?%2��#�"���8�
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X�������_.����"2W�#�@� ��������,-��.��#
 ���)������!"��6�.�2'?��8��2�6�!"�

the
� � < 6���� �"2�!"����!���.�.#�����#���H��	~	8�
��,��#���HI5�)��������
 ����.#����?�
YIK���)����6��S�8� < 6������)���W�)���q� � ��
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� � ��� �Z����
 ���g���U	8���(,��#���g� < 6�������.#������
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20 Renormalization 

To
6���2���� 
(������2w����� ?����)��!���?�.#�"&�IW�N�����"2 �#� 6�
 � ����� ����.)?����������1����� 
(����� ��	%����� � ���8��!

wavefunction,
I5���#!��y��
 &����e?���!"�
.�.��Q& �

kE � iip � ijm)
	8���K�~	8���(,��#�����
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–kE � iip � ijm)
for

��� �����)��	 ����,�������&W�)���"
 � ����������������� ���������#�"2 � ��?��8��
 �����)������
���	 �
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���8�
and

3����
vectors,

!
�A!�.)�����L�����8��6��G� �����+	�6�.).H� �����0����	
±E

����2
±p

����.�6���
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‘environment’
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(kE � iip � ijm)
(kE � iip � ijm)

�
–kE � iip � ijm)

(kE � ikp � ijm)
�
–kE � iip � ijm)( kE � iip � ijm)

(kE � iip � ijm)
�
–kE � iip � ijm)( kE � iip � ijm)

�
–kE � iip � ijm),
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Selection
��	p�����o�
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�w� � ?��8�"
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(�#���g
(6�!��g�"


�
kE � iip � ijm) k

�
kE � iip � ijm)
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of
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�
kE � iip � ijm) k

�
kE � iip � ijm) k
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kE � iip � ijm)

B B B

where
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(kE � iip � ijm),
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k
�
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�
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�
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�
kE � iip � ijm)

B B B
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(kE � iip � ijm)
�
–kE � iip � ijm)

�
kE � iip � ijm)

�
–kE � iip � ijm)

B B B�B

So,
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V��	Y!
�8�"���)��������!���
E�����5	8���

mion
���P���"!
6�6�,d�)6�����
/��6��_���W���K�����

mechanism
	 ����!
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�������)�����P����
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(�#�����"
��"
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(�u,�,%���)���n����2��8�������(,%��.)�������)������B4CE����
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infinite,
����!"��6�
 �y�"�"!�� � �
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e
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(�),�6�.)����?�.)���"2T���

k
���g��.��#���K�����

sign
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E
�#����,-B j �W��.#
 �1� � < 6���� �"
�
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p
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U�����F,%�"
 


-generating
� ���0�t
U����
 ����&�IW��6�.�2;��� �"��3T�����;
 � < 6�����!"��B

The
� ,��)��� ���P��,-�"������� � ?��8��!"��
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%���+����	(�������#��� �����

e
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E
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����	�6���!��)������
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�8�>��	Z�����>!"��,�?�.���,-�������
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forms,
�
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R
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-Wheeler
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electron
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-energy
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21 Supersymmetry 

‘Supersymmetry’
,-�������@?������;��	q�W,�6�!
�-,%��� ���0�����
�8��.F?����)�����(��BDfh��
 ����
q����2y	8���(,�������


seem
�#�>�8� < 6��)�8� � ?������)�����@
(�#�����"
 � �"
Z,�6�!��H�"
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p
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supersymmetry
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(�#����.���
(�����#�"&K����2�� ��?��8�"
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��?�?�.)���"
K����	8���(,�������
W�"
WIh�
.�.V�"
K���y����
R����
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‘spin 
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Appendix 

A
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n
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.����
�������)�����1� � ?�.������
��������
;	 ���Y�����q	 �"!��#����$P���������(����6�
T�"
(?���!���
T��	

physics:

Kinematics V X
Gases A V
Orbits A V X
Radiation

?��8��
 
(6��8�
A E V

Gravitational
.)�������72���	�.#�"!��)�����

R V
Fermion} ����
 ���g
(?����

C D O R V
Zero-point

�������8�G�
A C V X

Radiation
�8���"!����#���

A E R V
SR

?���� �"2�� � �"

A E

A action
����2;� �"�"!��)�����

C commutation
� ��.����)������


D dimensionality
E absorption

�
��2T��,��#
 
(�����
O object

����2T�������)�8����,-�����
R relativity
V virial

�8��.#�����#���
X continuity

����2T2��#
 !"�����)����6����)�AB
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